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Genel ikinci Derece Denkleminin incelemesi

Tanmm:

x e ve y ye gore ikinci dereceden Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 denklemine genel ikinci derece
denklemi belirttigi egrilere de ikinci derece egrileri denir.

Bu denklemde A, B, C, D, E, F birer Reel say1 ve A, B, C den en az biri sifirdan farkli olmalidir. Bu
denklemin belirttigi egrinin tiirli iizerinde bir inceleme yapilacaktir.

Bu denklemin belirttigi egrinin tiiriinii belirlemek i¢in ya denklem y=f(x) bicimine getirlmeli veya iki kare
ifadenin toplami haline getirilmelidir ki bu duruma merkezil hale getirme denir.

MERKEZCIL HALE GETIRME

Bu islemin yapilabilmes i¢in koordinat sisteminde Oteleme ve Dondiirme donisimlerine bakmak
gerekecektir.

1.

OTELEME:

Bunda amag genel ikinci derece denkleminde x li ve y li terimlerin katsayilarini sifir yapmak i¢in
koordinat eksenlerini paralel olarak kaydirip baslangi¢ noktasini (0, 0= noktasindan (h, k) noktasina
getirilmesidir.

QO(0, 0) h

x

-—————————'——

Bilinen xOy koordinat sisteminde A(X, y) noktasinin O noktasonon O’(h, k) noktasina 6telenmesi
durumunda yeni koordinat sistemine gore koordinatlari (x — h, y — k) seklinde olacaktir. Bu koordinat
sisteminde A(x’, y’) olarak koordinatlandirilirsa

x'=x—hdenx=x"+hvey =y%kdany =y' +k
Olarak yazilir. Buna gore genel ikinci derece denklemindeki x ve y li terimin katsayilarini sifir
yapmak i¢in x yerine x’ + h ve y yerine y’ + k yazilacaktir.
Elde edilen yeni ikinci derece denkleminde x’ ve y’ lii terimlerin katsayilar1 O olacak sekilde h ve k
degerleri hesaplanir. Bu egrinin yeni koordinat sistemdeki denklemi olacaktir.

AX'+ ) +Bx'+h)(y' +k)+CH' +k)*+Dx'+h)+EQ' +k)+F=0
Ax'* 4+ 2Ax'h + Ah* + Bx'y' 4+ Bx'k + By'h + Bhk +
Cy'?*+2Cy'k+Ck?+Dx'+Dh+Ey' +Ek+F =0
Ax'?> + Bx'y' + Cy'? + (2Ah + Bk + D)x' + (Bh + 2Ck + E)y'
+Ah* + Bhk + Ck* + Dh+ Ek+F =0
Burada x've y'li terimlerin katsayilarint 0 a esitleyelim
2Ah+Bk+D =0



Bh+2Ck+E =0
Bu denklem sisteminin ¢oziimiinde
4ACh + 2BCk = —2CD
—B?h — 2BCk = BE
BE — 2CD CE — BD
wc—p2 = aac—p
Olarak bulunur. Bu degerler egrinin yeni koordinat sisteminin merkezini ve bir bakima egrinin
merkezinin koordinatlaridir.
SonugC
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 denleminde eger 4AC — B? = 0 ise egrinin merkezi
sonsuzdadir. Asagidaki sekillerde goriildiigii gibi bu egrilere ikinci dereceden parabol denilmektedir.

D

Not:
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 ifadesinin her iki yaminin x e ve y ye gore tiirvi almirsa
2Ax+By+D =0
Bx+2CY+E=0
Bu denklem sisteminin ¢ézlimiinden de bulunacak x ve y degerleri
BE — 2CD CE — BD
~4ac—B2 "V T 4ac - B2
Bu degerlerle yukarida bulunan h ve k degerleri aymidir. Yani h ve k degerlerini bulmak i¢in yukarida
yapilan islemlerin yerine tiirevden de faydalanilabilir.

Buradan h =

X

Bu degerler yerine yazildiginda ikinci derece denklemi
Ax"?BBx'y’ + Cy'* + Ah? + Bhk + Ck* + Dh + Ek+ F =0
Son alt1 terimin toplami1 F’ ile gosterilirse denklem
Ax> +Bx'y' +Cy'"?+F =0
Seklini alir.



2. DONME

Ax"> + Bx'y' + Cy'> + F' =0 denkleminde x’y’ lii terimi yok etmek igin dénme
uygulanacaktir.
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Koordinat eksenlerini baslangi¢ noktasi etrafinda o kadar dondiirelim. A noktasinin ilk koordinat
sistemindeki koordinatlar1 x” ve y’, ikinci koordinat sistemindeki koordinatlar1 x’” ve y’” olsun.
O’Ax’ ile O’Ay’’ iiggenlerinin esliginden |O’x’|=|0’y”’| ve |[AX’|=|0O’x”’| yani y’’=x’ ve X’’=y’ olur.
m(A0'x"") = B derseck m(0'Ay"") = B olur. |O’A|=r diyelim.

AO0'x""iggeninde x"' = rcosp ve y" = rsinf
Elde edilir. AOx’ iiggeninde x' = rcos(a + B)ve y' = sin(a + B) olur.
Bu durumda x'rcos(a + B)ve y' = rsin(a + B) olur.Buna gore:

x’l n
x" = r(cosacospf — sinasinf) =r <T cosa — Tsina = x""cosp — y"sinp

n n

. . y x . .
y' = r(sinacosp + cosasinf) =r (— cosa + —sina | = y'cosa + x'sina
r r

doniisii

Olarak bulunur. Buna gore Ax'2 + Bx'y’ + Cy'?> + F' = 0 denkleminde x’y’ li terimi ortadan kaldirmak

i¢in
A 1 "«
x' =x"cosa —y'sina
I .
y' = x""sina + y"cosa
Yazalim.

A(x" cosa — y'"'sina)? + B(x"'cosa — y"sina)(x"sina + y" cosa) + C(x"sina + y" cosa)? + F' = 0

Olur. Parantezler agilirsa
A(x'"%cos?a — 2Ax"y" cosasina + A(y"")?sin’a +
.0 n n

B(x'")%cosasina + Bx"'y'" cos?a — Bx"'y"sin*a — B(y")?sinacosa +
C(x")?sin*a + 2Cx"y" sinacosa + C(y'")%cos?*a + F' =0

(Acos?a + Beosasina + Csina)(x')? + (—2Acosasina + Bcos?a — Bsin?a + 2Csinacosa)x’'y"’

+(Asin?a — Bsinacosa + Ccos*a)(y")*+F' =0



Acos?a + Bcosasina + Csin*a = A’ ve Asin?a — Bsinacosa + Ccos?a = C' diyelim. x

katsayis1 0 olacak sekilde a sayisinin bulunmasi gerekiyor.. Bunun i¢in X’’y’’ niin katsayisi

B' = —2Acosasina + Bcos?a — Bsin?a + 2Csinacosa = 0

Olacak sekilde a sayis1 hesaplanacak.. Diizenlenirse

Olarak bulunur. Yani « = l arctan

. .r

y'" lii terimin

B

—Asin2a + Bcos2a + Csin2a = 0 den (C — A)sin2a + Bcos2a = 0 dan tan2a = ——

BC alinirsa yukaridaki Ax'2 + Bx'y’' + Cy"> + F' =0

Denklemi

A" +CYN+F =0

A-C

halini alir. Bu son denkleme genel ikinci derece denkleminin standart merkezcil denklemi denir.
Ozellikler:

Olur.

1.

A’+C’=A+C dir.
A’+C’= Acos?a + Bcosasina + Csin*a + Asin*a — Bsinacosa + Ccos*a
= A(cos®a + sina)C(cos?a + sin*a) = A + C olur.

4A°C’ — (B’)* =4AC - B* bagintis1 vardir.
Bunun igin cos® a = % ve sin’ o = % esitliklerini kullanacagiz.
A'= Acos*a + Beosasina + Csin*a = A cos 22a *1 +B sm22a +C I- C;S 2a
C'= Asin*a — Bsinacosa + Ccos*a = A - C;S 2a B s1n22a + 0S8 22a *1
B =-2Acosasina + Bcos*a — Bsin*a + 2Csinacosa = —Asin 2a + Bcos 2a + Csin 2a
A'=A4 cos2a +1 +B sin 2¢ +C1—cos2a =£+éc052a+§sin2a +£—£(:052a
2 2 2 2 2 2
A+C A-C B .
= + cos2a +—sin 2¢
2 2
C'— 4 1-cos2a _Bsm2a +Ccos2a+1 :é—A cos2ax _Bs1n2a +Ccos2a +£
2 2 2 2 2 2 2
A+C (A-C B .
= — cos2a ——sin2a
2 2 2
(A+C)+(A-C)cos2a+Bsin2a \[ (A+C)—(A—-C)cos2a — Bsin2a
44'C'=4
2 2

= (A+C)2 —(A—C)2 cos’ 2a — B’sin*2a — (A - C)Bsin 4a
(B")? = (—Asin2a + Bcos2a + Csin2a)? = ((C — A)sin2a + BcosZa)2
= (A - C)?%sin?2a — (A — C)Bsinda + B%cos?2a
4A4'C" — (B")? = (A+C) —(A4-C)’ cos’ 2a — Bsin*2a — (A~ C)Bsin 4a
—(A — €)?%sin?2a + (A — C)Bsin4a — B?cos?2a
= (A+ C)? — (A — C)*(sin?2a + cos?2a) — B*(sin?2a + cos?*2a)
= A% + 2AC + C? — A? + 2AC — C? — B? = 4AC — B?



Genel ikinci derece egrilerinin siniflandirilmasi

Genel ikinci derece denklemi Ax? + Bxy + Cy?Dx + Ey + F = 0 seklindedir. Bu denklemde yukaridak
oteleme ve donme islemleri yapildiktan sonra denklem

A"+ C N2 +F =0
Halini almisgtir. Burada A’, C’ ve F’ niin alacagi degerlere gore denklemin belirttigi egrinin adi1 degisir.
A’ veya C’ degerlerinden en az birisi sifirdan farkli olmaidir. Fatz edelim A" # 0 olsun A’>0 veya A’<0
olur.a < 0 olmasi durumunda denklem — 1 ile ¢arpilarak (x**)* nin katsayis1 pozitif hale getirilebilir.
Inceleme (x>*) 1i terimin katsayisinin pozitif olmasi durumu g6z 6niinde bulundurularak yapilacaktir.

A"+ C N2 +F =0
Denkleminde bundan sonraki boliimlerde x’ yerine X, y’’ yerine y, A’ yerine A, C’ yerine C ve F*yerine F
alinarak yazilacaktir. Bu duruma gore denklemimiz

Ax?+Cy*+F =0
A>0 durumuna gore
1. C # 0 olsun
a) C > 0ve F < 0 olsun. F esitligin ikinci yanina alinip her iki taraf —F ile boliiniirse

2 2
*_+2 =1 olur. F<0 oldugundan paydalar pozitiftir. E o pve-Eop yazilabilir. Bu
A A C
A C

v

durumda denklem - -+ P =1 seklini alir. Bu bilinen haliyle merkezcil elips denklemidir.
a’

b) C > 0veF > 0 olsun.

Ax? + Cy? + F = 0 denkleminin her iki yan1 F ile béliiniirse — + === —1 olur.

L R W
Ol ==,

2 2
F_ a’ ve i b* yazilirsa x_2+y_2 =—1 olup bu bir sanal elips belirtir.
A C a b

c) C>0 ve F=0 olsun

2 2

Denklemimiz Ax? + Cy? = 0 olur. Biitiin terimler AC ile boliiniirse %+ y7 =0 olur. Burada

C > 0 oldugundan C = a® ve A > 0 oldugundan A = b? yazilirsa denklem —+y—2 =0 olur.

Diizenlenirse (£+ i Xj (1— i %j =0 dan eslenik iki karmagik say1 elde edilir. Bu durumda
a a

denklem bir nokta belirtmektedir.

Bu ii¢ durumla ilgili olarak A>, C>0 ve B=0 oldugunadan 4AC — B* yani 4A’C’ — (B’)” sifirdan
biiyiik olacaktir. Yani genellestirirsek Ax? + Bxy + Cy?Dx + Ey + F = 0 denkleminde
4AC — B? > 0 ise denklem nokta, sanal veya gercek bir elips belirtir.



d) C <0 ve F<O olsun.

g)

Ax? + Cy? + F = 0 denklemi Ax? + Cy? = —F olur. — F>0 oldugundan her iki taraf — F ile

e XY F o F 5
boliiniirse F + F =1 olur. 7 >0 olup a” diyelim. C <0 oldugundan denklem
A C
x>y F F o, x>y . .
F —E =1 yazilirsa C > 0olup o b~ dersek denklem Pl 1 olur. Bu bilinen haliyle
A C

merkezcil hiperbol denklemidir.
C<0veF>0olsun
Ax* + Cy* + F = 0 denklemi Ax* + Cy* = - F olur. — F < 0 olup her iki taraf — F ile béliiniirse

2 2

* +2 o1 olur £ <0ve _E >0 olur. r >0 oldugundan bir 6nceki duruma
FF A C A
A C
y2 x2
benzeterek peR =1 yazabiliriz. Bu hiperbol denklemidir.
a

C<0veF =0 olsun.
Ax* + Cy* + F = 0 denklemi Ax* + Cy* = 0 ve Ax” = - Cy” olur. Esiyligin ikinci tarafi sifirdan
biiyliktiir. Her iki yanin karekokii alinirsa |\/Zx| = |\/E yl olur kibu bir dogru cifti belirtir.

C =0 olsun.
Ax? + Bxy + Dx + Ey + F = 0 denkleminde tan2« :g donlisimi yapilirsa xy li terim

ortadan kalkar ve denklemimiz A!x'? + D'x’ + E'y' + F' = 0 olur. Buradax’=x" +hvey =y”
+ k 6telemesi yaparak x”” ve y”’ |U terimlerin katsayilarini sifir yamaya ¢alisalim.
A(x")?+ RAh+D)x" +Ey"+Ah?*+Dh+Ek+F =0

D
Burada x”’ nlin katsayisini sifir yapmak igin 4 = YT olmali. Y’ niin katsayisinin sifir olmasi igin
ise E’=0 olmalidir. Bunun disinda y”’ nin katsayisi sifir olmamaktadir. Bunu geometrik anlami C=0

olmasi durumunda 6teleme x’ ekseni lizerinde (—%,Oj noktasina yapilabilecek demektir. Bu

noktadan x’ eksenine cizilecek dik dogru y"’ ekseni olacaktir.
Genel ikinci derece denklemi donme ve 6teleme isleminin sonunda
112
AC) LBy +F =0
Seklini alacaktir.
l. E' #+ 0ve F' # 0 olmasi durumu.

n

x"=x"+hvey' =y
11r\2
A" 424" + A +E'y" +E'k+F =0
Olur. x""" nlin katsayisi sabit ve A’h=0 icin h=0 olur. Bu durumda denklem
E'y" = —A"(x"")? — F' parabol denklemine dénisir.

n

+ k 6telemesini yapalim. Denklem



E'" # 0ve F' = 0 olsun.
111\2 E'
A'C"") 4+ E'y" = 0 olur. Buradan (x")> = —Fy'" parabol denklemi elde edilir.
E’=0ve F' # 0 olsun.
Denklem A’(x’”’)? + F’ = 0 halini alir.
F’ < 0ise denklem x””” eksenine dik iki dogru belirtir.
F’ > 0ise sanal iki dogru belirtir.
Bu sartlarda verilen ikinci derece denklemleri parabol tipindedir.

Oteleme basliginda da belirttigimiz gibi 4AC — B? = 0 olmasi durumunda Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F =0
ikinci derece denklemi bir parabol belirtir.

V.

E’=0 ve F’ = 0 olmasi durumunda A’(x’’)* = 0 olur. Bu da X’ ekseni ile cakisik iki dogru
demektir.



Elips veya hiperbolle ilgili 6zel Tanimlamalar

Bilindigi lizere Geometri kaynaklarinda koniklerle ilgili olarak

Genel haliyle “Diizlemde sabit bir noktaya ve sabit bir dogruya olan uzakliklar1 orani sabit olan noktalarin
geometrik yeri” veya daha 6zel hali ile elips; ““ Diizlemde sabit iki noktaya olan uzakliklar1 toplami sabit
olan noktalarin geometrik yeri” olarak tanimlanir. Hiperbol ise “diizlemde sabit iki noktaya olan uzakliklar
farki sabit olan noktalarin geometrik yeri” olarak tanimlanir.

Genel bir bilgi olarak Ax? + Bxy + Cy?Dx + Ey + F = 0 ikinci derece denklemi AC — B*>0 ise elips, AC
— B?<0 ise hiperbol ve AC — B*=0 ise parabol veya bunlarin yozlasmis bigimlerini belirtmektedir.
Asagidaki calisma elips veya hiperboliin tanimlaria farkli bir bakis acis1 ile yaklasmamizi saglamaktadir.

Teorem:
Dizlemded .....y = mx + n dogrusu, dogru lizerinde bir M(a, b) noktasi ve dogru lizerinde olmayan
sabit bir P(c, d) ve sabit olmayan bir Q(x, y) noktasi aliniyor. [PQ] nin orta noktasi R olsun. PQ dogrusu ile
d dogrusunun yaptigi a¢i & ve MR dogrusunun d dogrusu ile yaptigi aci # olsun. k sabit bir sayi olmak
lizere
tan(a)tan(B) = k
olmak ilizere tanatanf nin taniml oldugu degerler icin Q noktasinin geometrik yeri;
k = —1 ise bir gember.
k + —1ve k <0 ise bir elipstir.
k > 0 ise bir hiperboldiir.

\‘K

ispat:

z+c y+d
f E
f( 2 2 >

M(a, b)

P o .. . .. . . m,—m
iki dogrunun egimleri m,, m, olmak tizere aralarindaki aginin tanjanti ———=

ile hesaplandigi
1+mm,

bilinmektedir. Buna gore 6nce PQ ve MR dogrularinin egimlerini hesaplayalim:
y+d

b
.. . -d .. . d-2b
PQ nun egimi = J ve MR nun egimi = 2 _rF
xX—c X+C_a X+c—2a
2

seklindedir. Buna gore



y—d

-m
tang — X =C __y—mx+mc—d
l+m —-d xX+my—c—md
x—c
y+d-2b

x+c—2a m y—mx+(d—2b—mc+2ma)
tan f = =
y+d-2b x+my+(c—2a+md—2mb)
X+c—2a

1+m

Buna gore

y—mx+mc—d y—mx+(d—2b—mc+2ma)

tan ftana =
X+my—c—md x+my+(c—2a+md—2mb)

_ v +m’x’ —2mxy+(2mb—2m2a)x+(2ma—2b)y+(mc—d)(d—2b—mc+2ma) _
S +m’y’ +2mxy—(2a+2mb)x—(2ma+2m2b)y—(c+md)(c—2a+md—2mb) -

Y +m’x —2mxy+(2mb—2m2a)x+(2ma—2b)y+(mc—d)(d—2b—mc+2ma) =
k()c2 +m’y’ +2mxy—(2a +2mb)x—(2ma +2m2b)y —(c+md)(c—2a + md —2mb))
ifade diizenlenirse
(m2 —k))c2 Jr(l—kmz)y2 —2m(1+k)xy+2[(1+k)mb+(k—mz)a}x+2[(l+k)ma—(l—kmz)b}y

+2[(ma—b)(mc—d)—k(a+mb)(c+ma’)]—(mc—a’)2 +k(c+mal)2 =0

elde edilir
Genel ikinci derece denklemi Ax? + Bxy + Cy?Dx + Ey + F = 0 ile kargilastirilirsa
A=m?—k,B=-2m(1+k) veC =1— km? olur. Genel ikinci derece denkleminde B? —

4AC > 0 ise denklem hiperbol, B> — 4AC < 0 ise denklem elips belirtir.

B2 —4AC = 4m?*(1 + 2k + k?) — 4(m? — k)(1 — km?)

= 4m? + 8km? + 4k?>m? — 4m? + 4km* + 4k — 4k*m?

= 4k(m* + 2m? + 1) = 4k(m? + 1)?

olarak bulunur.
Bunsa gore;
B? — 4AC = 4k(m? + 1)? > 0 olmasi igin k > 0 olmalidir. Yani k > 0 ise Q noktasinin geometrik yeri bir
hiperboldiir.
B? — 4AC = 4k(m? + 1)? < 0 olmasiigin k = —1 ve k < 0 olmalidir. Yani k < 0 ise Q noktasinin geometrik
yeri bir elipstir.
k = —1 olursaA = C ve B = 0 olur ki bu da elde edilen ifadenin bir cember belirtmesi demektir.
Dikkat edilmesi gereken husus:
Yukarida tanatanf nin pay ve paydasindaki ¢arpanlar birinci dereceden ifadelerdir. Bu ifadelerin belirttigi
dogrularin ikiser ikiser kesisme noktasi olan dért nokta elips veya hiperbole ait noktalar olmalarina
ragmen tanatanp = k esitligini saglamamaktadir. Bu nedenle, iddiamizda tanimh oldugu noktalar icin
seklinde bir ifade kullaniimigtir.
Ornek:



Diizlemde sabit d .... y=2x + 1 dogrusu bu dogru iizerinde bir nokta M (—2, —3) noktas1 ve disinda sabit
P(3, 4) noktas1 veriliyor. Bir Q(x, y) noktasi i¢in [PQ] nin orta noktasi R olsun. MR dogrusunun d dogrusu
ile yaptig1 aginin Olgiisii o ve PQ dogrusunun d dogrusu ile yaptigi a¢inin dlgiisii § olmak iizere

1. . - -
tana tan f = Y ise Q noktasinin geometrik yerinin denklemini bulunuz.

Cozim:

d dogrusunun egimi 2 dir. [PQ] nin orta noktas1 R ( al ; 3 , s 4) dir.

2
.. y—4 o y42F4+3 y+10
PQ dogrusunun egimi , MR dogrusunun egimi ise = dir.
2
y+10
MD dogrusunun d ile yaptigi agmin tanjanti tan o = —*+ 7 = —2xty-4
1+y+10'2 xX+2y+27
x+7
y—4_
PQ dogrusunun d dogrusu ile yaptig1 aginin tanjant: tan 8 = —*= 3 _Txiy+2
1LY~ x+2y-11
x-3

_ -4 — 1
tanatanf = 2x+y—-4 2x+y+2 1
x+2y+27 x+2y-11 2

Islemler yapilir ve diizenlenirse geometrik yerin denklemi

9x2 — 4xy + 6y% + 24x + 28y — 313 =0
Olarak bulunur. Ancak yukarida da belirtildigi gibi tabatanf nin pay veya paydasini sifiy yapan nktalar bu
elipsin eleman1 olmayacaktir. Asagidaki grafik son ifadenin grafigidir. Ikinci grafik ise tanatanp nin islem
yapilmazdan 6nceki halinin grafigidir.



MR dogrusu ile d dogrusu arasindaki acinin tanjangi : 0.96

PQ dogrusu ile d dogrusu arasindaki aginin tanjanti\: -0.52

Bu iki tanjantin ¢carpimi : -0.5

PQ dogrusu ile d dogrusu arasindaki aginin tanjanti -1.12
MR dogrusu ile d dogrusu arasindaki acinin tanjanti 0.44

Bu iki tanjantin carpimi : -0.5

Sekil tizerindeki bos noktalar tanatanf nin rasyonel ifadelerinin pay veya paydasindaki ifadelerin ikiser
ikiser kesisme noktalaridir. Tabiatiyla bu noktalarda tanatanp tanimsiz olacagindan bu noktalar geometrik
yere ait noktalar degildir.



Teorem:
Diizlemded ...... y = mx +n dogrusu ile bu dogru iizerinde sabit P(a, b) ve Q(c, d) noktalart aliniyor. K(x, y)
olmak iizere KP dogrusunun d dogrusu ile yaptig1 aginin 6l¢iisii o, KQ dogrusunun d dogrusu ile yaptigi
acinin Ol¢iisii B osun.

tana.tanf = k(sabit)
Olmak iizere tana. tanf nin tanimli oldugu degerler i¢in K noktasinin geometrik yeri;

k = —1ise bir cember,
k # —1ve k < 0 ise bir elips
k > 0 ise bir hiperboldir.

Ispat:

P noktas1 d dogrusu iizerinde oldugundan P(a, ma+n) ve Q noktasi1 d dogrusu iizerinde oldugundan Q(c,
mc+n) seklindedir.

d dogrusunun egimi m, KP dogrusunun egimi y—b _Yy—ma—n

, KQ dogrusunun egimi
X—a X—da

y—d y-mc—n

olduguna gore o ve B nin tanjantlarini yazalim
x—c x-c



y—ma—n

_ —ma—n—mx+ma -mx+y—n
tang = —X=4 =2 > = 2y
|4 Y =ma=n - x—a+my—ma—mn x+my—(m a+mn+a)
xX—a
y—mc—n
_ —mc—n—mx+mc —-mx+y—n
tan = — =2 2 - 2y
|y Y =me=n_ x—c+my—mc—mn x+my—(m c+mn+c)
x—c
—-mx+y—-n —-mx+y—n
tan tan f = J - =

x+my—(m2a+mn+a) x+my—(mzc+mn+c)

m?x? + y? + n? — 2mxy + 2mnx — 2ny

x? + 2mxy + m?y? — (m?a+ m?c+2mn+a+ c)x —m(m?a+ m?c+2mn+a+c)y + +(m2a+mn+a)
= k

Ifade diizenlenirse:

(m? —k)x? = 2m(1 + k)xy + (1 — km?)y? — [k(m?a + m?c + 2mn + a + ¢) + 2mn]x +

[km(m?a + m?c +2mn+a+c) —2n]y + n? — k(m2a+mn+a) (mzc+mn+c) =0

Elde edilir. Bu ifade genel ikinci derece denklemi ile karsilagtirilirsa:
A=m?—k,B=-2m(1+k)veC =1— km?
Oldugu goriiliir. 4AC — B? degerini hesaplayalim:
4AC — B? = 4(m? — k)(1 — km?) — 4m?(1 + 2k + k?)
= 4m? — 4km* — 4k + 4k?>m? — 4m? — 8km? — 4k?*m?
= —4km* — 8km? — 4k = —4k(m* + 2m? + 1)
4AC — B? = —4k(m? + 1)?
Elde edilir. Burada 4AC — B? nin isareti k nin isaretine baglidir. Buna gore
k < 0ise 4AC — B? > 0 olur geometrik yer elips olur.
k > 0 ise 4AC — B? < 0 olur geometrik yer hiperbol olur.
k = —1 ise yukarida elde ettigimiz ifade:
MmM?>+Dx*+ (1 +m?)y?—[-(a+mb+c+md) —m(@ma—b+mc—d)]x+[ma—b+mc—d-—
m(a+ mb + c+md)]y + (ma—b)(mc —d) + (a+mb)(c+md) =0
Haline gelir. Burada A = C olur. Ayrica KP ve KQ dogrular1 K noktasinda dik kesistiklerinden K noktasi
[PQ] dogru parcasini dik a¢1 altinda goren bir nokta olup geometrik yeri [PQ] ¢apli bir gember olacaktir.

Dikkat edilmesi gereken husus:

Yukarida tanatanf nin pay ve paydasindaki ¢arpanlar birinci dereceden ifadelerdir. Bu ifadelerin belirttigi
dogrularin ikiser ikiser kesisme noktasi olan iki nokta geometrik yere ait noktalar olmakla beraber
tanatanp = k. Esitligini saglamamaktadir. Bu nedenle, iddiamizda tanimli oldugu noktalar seklinde bir
ifade kullanilmisgtir.

Ornek:

Diizlemde d .... 2x + y — 4 = 0 dogrusu ve bu dogru iizerinde P(—2, 8)ve Q(3,—2) noktalari veriliyor. K(x,
y) diizlemin bir noktasi olmak lizere KP dogrusunun d dogrusu ile yaptigi acinin dlgiisii o, KQ dogrusunun



o . . vt e .. 1 . .. .
d dogrusu ile yaptigi aginin élgiisii B olmak lizere tanotanf = 2 olduguna gore K noktalarinin geometrik

yerinin denklemi nedir.

Cozum:
d dogrusunun egimi —2 dir. KP dogrusunun egimi y_i ve KQ dogrusunun egimi y+§ olduguna gore
X+ X —
-8
yT2t2  2x4y—4
e = g T x—2y+18
1+57—(-2) Y
+2
3; ——3+2 2x +y—4
tanf = 2 :x—2 —
1+5—5(2) Y
2x+y—4) 2x+y—4) 1
tanatanf = = ——

(x—2y+18)(x—2y—7) 4
ifade diizenlenirse 17x2? + 12xy + 8y? — 53x — 82y — 62 = 0 elde edilir. Bu ifadede
4AC — B? = 380 > 0 olup bir elipstir.
Grafigi agsagidadir.

AC ve BC dogrularinin ab dogrusu ile yaptigi
acgilarin tanjantlarinin garpimi : -0.25

Sekildeki bos noktalar tanatanf nin pay ve paydasindaki birinci dereceden ifadelerin belirttigi dogrularin
ikiser ikiser kesisme noktalaridir. Bu noktalarda tanatanf tanimsizdir.



Teorem:

d, ve d, kesisen iki dogr olsun K(x, y) noktasinin d; ve d, dogrularina olan uzakhklari carpimi sabit
bir say1 ise K noktalarinin geometrik yeri merkezi bu iki dogrunun kesisme noktasi olan hiperboldiir.
Ispat:

Sekilde |KA||KB| = k sabit say1 ise K nin geodetrik yerinin hiperbol oldugunu ispatlayacagiz.
d, dogrusunun denklemi y = m;x + ny,d, dogrusunun denklemi y = m,x + n, olsun.

mx—vy+n mx—y+n
|KA|=| 2 y 2 veIKB|=| 1 y 1l

(my)? +1 J(im)2+1

|KA|-|KB|: |m2x—y+n2|.|m1x—y+nl| i

JomY +1 J(m) +1
mymyx? — (my + my)xy +y' + (myng + mny)x — (ng +ny)y + nyny| —k
V(M2 + D((m)? + 1)
mym, =A,—(m; + m,) =B, myn, + myny; =D, —(ny +ny) =E
ve ky/((m)? + D((m)? + D =F

Olur. Carpimlar

Denirse ifademiz
Imym,x? — (mg + my)xy + y* + (myng + myny)x — (ng + )y + myny| = F

Ve
mymyx? — (my + my)xy + y* + (myn, + myny)x — (ny + ny,)y+nyn, = F
Veya
mymyx? — (my + my)xy + y* + (myn, + myny)x — (ny; + ny,)y + nyn, = —F

Olur. Her iki ifadede A, B ve C degerleri aynidir. Buna gore 4AC — B* hesaplanirsa;
4AC — B2 = 4‘m1m2 - (—m1 - mz)z



4AC — B? = 4mym, — m;? — 2m;m, — m,>?
4AC — B? = —my% 4+ 2mym, — my? = —(m 2 — 2mym, + m,?) = —(m; — m,)?
Sonucuna ulagilir. Yani
4AC —B*=—(m; —m,)? <0

Oldugundan K noktasinin geometrik yeri
mymyx? — (my + my)xy + yt + (myny + myny)x — (ny + ny)y +nyn, = F

Ile

mymyx? — (my + my)xy + yt + (myn, + myny)x — (ny + ny)y + nyn, = —F
Denklemlerinin belirttigi hiperbollerdir.
Ornek

Diizlemde 2x —y + 1 =0 ve x + 2y — 3 = 0 dogrularina olan uzakhklari ¢arpimi 3 olan noktalarin
geometrik yerinin denklemini bulunuz.
G6zim:
K(x, y) noktasinin bu iki dogruya uzakliklari garpimi bir hiperboldiir.
x+2y-3] [2x—y+1)]
V5 V5
2x% 4+ 3xy — 2y? — 5x + 5y — 3 = 15 veya 2x? + 3xy — 2y? — 5x + 5y — 3 = —15
2x% 4+ 3xy — 2y?> —5x + 5y — 18 = O veya 2x?> + 3xy — 2y —=5x+ 5y + 12 =0
Hiperbolleri elde edilir. Grafikleri asagidadir.

=3den |2x? + 3xy — 2y? —=5x + 5y — 3| = 15

2x% + 3xy — 2y? — 5x + 5y — 18 = 0 hiperboliiniin grafigi

C:2x2+3xy-2y2-5x+5y-18=0

K nin A ya uzakligi 3.88
K nin B ye uzakhgi 0.77

Carpimlan 3




2x% + 3xy — 2y? — 5x + 5y + 12 = 0 hiperboliiniin grafigi

C:2X2+3xy-2y2-5x+ 5y +12=0

K nin A ya uzakhgre-Z7
K nin B ye uzakllg|%.88

Carpimlari 3




