Problem 221.

m(ZPBA)=x=7?

B
Coziim:
Trigo Ceva uygulayaim:

sin10sinxsin60 = sin20sin(70 — x) sin20

1
[cos50 — cos70]sinx = 3 [1 — cos40]sin(70 — x)

N| =

sinxcos50 — sinxcos70 = sin(70 — x) — sin(70 — x) cos40

%[sin(x + 50) + sin(x — 50)] — % [sin(x + 70) 4 sin(x — 70)]

= sin(70 — x) — % [sin(110 — x) + sin(30 — x)]

sin(x + 50) + sin(x — 50) — sin(x + 70) + sin(70 — x)
= 2sin(70 — x) — sin(110 — x) + sin(x — 30)

olur. Sadelestirmeler yapilirsa;
sin(50 + x) + sin(x — 50) = sin(70 — x) + sin(x — 30)
sin(x — 50) — sin(x — 30) = sin(70 — x) — sin(50 + x)

2 cos(x — 40) sin(—10) = 2 cos(60) sin((10 — x)
1
cos((x — 40)sin10 = Esin(x —10)

Her iki taraf 2 cos10 ile ¢arpilirsa

sin20 cos(x — 40) = sin(x — 10) cos10



N| =
N| =

[sin(x — 20) + sin(60 — x)] = = [sin(x) + sin(x — 20)]

Sadelestirmelerden sonra
sin(60 — x) = sinx
60 —x=xvex =30

oarak bunur.



Problem 222

¢

a.c - X.Z

b(@a+b+cC) y(x+y+2

EPC (icgeninde AB nu kesen asarak Menelaus uygulanirsa

a+b+c e n_,
d X+y+z m
: e k .
FPK Gicgeninde AB nu kesen alarak Menelelaus uygulanirsa H_T =1 olur. Bu iki ifade taraf tarafa
X
. atb+c x nl - o
bélinirse . -—— =1 (1) ede edilir. [EH]//[BC] ve [FL)//[BC] cizelim |EH| = c've |FL| =

a X+y+z km



c'' m b'

b’ olsun. AHE ve AMC liggenerinin benzerliginden — = — , AFL ve AKM iiggenlerinin benzerliginden — = —
Z n y

yazir. Taraf tarafa boiinirse —= _| elde edilir. GEH ve GFL liggenlerinin benzerliginden F = — olur.Bu

Z n

. . n . . :
deger yerine yaziirsa — = — elde edilir. Bu deger (1) de yerine yazilirsa
m cy
a+b+c X bz b(a+b+c Xz
. -—=1den ( ) . =
a X+y+z cy ac y(X+y+2)
ac XZ

b(a+b+c) - y(X+y+2)

Sonucu ede edilir.



Problem223

Pompeiu Teoremi

ABC eskenar ug¢gen
E,F,D,G teget noktalari

4

c=a+b

ABC eske- -
nar uggen




ABC eskenar liggeni ve onun ¢evrel cemberi ciziliyor. ABC iggeninin ¢evre
cemberine teget olan F merkezli gember giziliyor. A, B ve C kdselerinden F
merkezi gembere gizilen teget pargalarinin uzunluklari sirasiyla z, x ve y olsun.
X =y +zdir.

Baska bir ifadeyle bir eskenar licgeninin cevrel cemberine teget olarak cizien bir
cembere, Gicgenin bu cembere yakin kdselerinden cizilen teget pargalarinin
uzunluklari toplami, uzak késeden cizilen teget parcasinin uzunluguna esittir.

ispat:

ABC eskenar t¢geninin agirlik merkezi dik koordinat sisteminin merkezine ve A
kosesi y ekseninin (izerine gelecek sekilde yerlestirelim. Ucgenin A kdsesini

A(0, 7, olarak alirsak B(—%,—%} ve C(%—%} olur.F(a, b) oarak alalim. A,

B ve C noktalarinin F merkezli cembere gore kuvvetlerinden
|AG|2 =z2=(a)’ +(b-1) -1

2 2
|B||2=X2=(a+¥J +(b+%j —1;
2 2
ICH[ =y?= a—ﬂ flbrl] 2
2 2) ¢

ifadeleri yazilabiir. Ayrica |OF| = r; + r, = Va? + b? oldugundan
r?+2rr,+r; =a’*+b® dir. Yukaridaki parantezler agilirsa:

22 =a’+b’=2br, +r’ -1} =r’+2rr, +r7 - 2br, —r} = 2r’ + 21,1, - 2br,
=2r[r,+1,-b]

3r? I
X =a’ +arv3+—+b’ +br, + Lt —r} =1’ + 211, + 17+’ +ar~3+br, —r;
4 4

=252+ 21, +br, +ar~/3 = rl[2r1 +2r, +b+a\f3]

3r? r’
y’=a’ —arl\/§+—41 +b? +br, +j—rj =r2+2nn + 12+ —ar~/3+br, —r;

=2r12+2r1r2+br1—ar1\/§:rl[2r1+2r2+b—a\/§]



Bu Ui¢ ifade arasindan eger z2 = (x — y)? oldugunu gosterebilirsek x = y + z
oldugu ispatlanmis olur.

X’y? = 2] (2r, +2r, +bY’ —3a2]: 7 [(2(r1+r2)+b)2 —3a2}

=r2| 4(r+1,) +4b(r, +1,)+b? —3a2}

=1’ 4(a® +b%)+4b(r, +1,)+b* ~3a’ |
:r12[4a2+4b2+4b(rl+r2)+b2—3a2]
=1’ [a®+b° +4b(r, +1,)+4b” |
:rlz[(rﬁrz)z+4b(r1+r2)+4b2]:r12[(r +r2)+2b]2
xy =1, (r,+r,+2b) ve —2xz = -2r,(r, +1,+2b)
Olur. Buradan
x2—2xy+y2=rl[2r1+2r2+b+a\/§—2r1—2r2—4b+2r1+2r2+b—a\@]
=r,[2r,+2r,—-2b]=2r[r, +1,-b]=2°
Bu son ifadeden anlagiimaktadir ki;
(x—y)?*=2z*
X—y=zvex=y+z
Olur.
Sonug:

Bir eskenar licgenin ¢cevre cemberi Gzerinde alinan bir noktayi G¢genin yakin
kogelerine birlestiren dogru pargalarinin uzunluklari toplami tGi¢ggenin uzak
kosesine birlestiren dogru pargasinin uzunluguna esittir.

Ispat:

Yukaridaki sekilde F noktasi gevrel gember {izerinde olursa a’ +b*=r?* ver, =0

olacaktir. Bu durumda
z2 =2r,(ry — b)

X2 :rl[2rl+2r2+b+a\/§J



y? =r1[2r1+2r2+b—a\/§J

Olur.

xX2y?=r} _(2r1+b)2 —3a2} -

=12/ 4(r)" +4b(r)+b? —3a2J

=r? :4(a2 +b2)+4b(r1)+b2 —3a2]

=17 4a® +4b” +4b(r,)+b* —3a |

=r[a®+b”+4b(r,)+4b* |

=r? [(rl)2 +4b(rl)+4b2}= r2[(r)+20]
xy =r,(r,+2b) ve —2xz =-2r,(r, + 2b) =-2r” - 4b

X —2xy +y? :rl[2r1+b+a\/§—2rl—4b+2rl+b—a\/§J
=r[2r,-2b]=2r[r,—b]=2

Oldugundan z? = (x —y)?vez=x—ydenx =y + zolur.



Problem224

AD=12
A m(£CAD)=m(£DAC)=10°
m(ZBAC)=100°

J

O D BC=x="?

100° < 40° 12

[CE]L[AD] gizilirse | AE|=6 olur. [CF]L[BA gizilirse m(BCF)=30 ve m(ACF)=10
olur. Ayrica CAE liggeni ile AXF liggenleri AKA eslik bagintisina gore es olur.
Yani | AE|=|CF|=6 olur. Ote yandan FBC bir agisi 30 derece olan bir dik
ticgendir. 60 derecenin karsisindaki kenar 6 olduguna gore 30 derecenin

karsisindaki kenar |BF| = 2+/3 olacaktir. Buna gére F dik agisinin karsisindaki
kenar |BC| = x = 4/3 olur.



Problem 225

CE agiortay,BD aciortay
FB=a, FA=c, FC=b
F.E,D dogrusal

» 4

ABC uggeninin
cevrel gemberi

B e

Q|—
o=

Cozum:

Bu sorunun ¢dziimii icin asagidaki teoremin ispati gereklidir. Once bu ispat ve
bagh olarak da sorunun ¢6ziimu asagidadir.

Teorem:

Bir liggenin herhangi iki a¢gisinin agiortayinin kenarlarla kesisme noktalarinin
olusturdugu dogru lizerinde alinan bir noktanin yakin iki kenara olan uzakliklari
toplamu tiglincii kenara olan uzakligina esittir.

Ispat:

1. Uggenin iki i¢ agiortay: olsun:

Nokta ili¢ggenin dis bélgesinde olsun




Teoreme gore |FG|+|FH|=|FK| oldugunu gosterecegiz.

D ve E noktalarindan kenarlara DI, D], EL ve EN dikmeleri ile F noktasinda BC na
FR paralelini ¢izelim. CD agiortay oldugundan |DI|=|DJ|, |EL|=|EN]| olur. |DI|=k,
|EL|=I, IDF|=m, |DE|=n olsun. FG|=x, |FH|=y ve |FK|=z olsun. DP=k - x ve

|ER| = | — x olur. Ayni dogruya dik olan dogrular paralel olduklarindan

FK//DI paralelliginden EFK ile EDI licgenleri benzerdir ve
Z_m+n oo k(m+n)

z=———= esitligi yazilir.
k n n

FH//EL paralelliginden FHD ve ELD ticgenlerinin benzerliginden

m Im ...
= =—den y=— esitligi yazilir.
Il n n

FPD ve FRE ti¢genlerinin benzerliginden k=X -_m den
I-x m+n
kK)n+n)—ml
km + kn — mx — nx = Im — mxolur. Buradan x=————

olur.
n

_k)n+n)—ml +1I_ k(m+n)
n n n

X+Y =z sonucu elde edilir.



Nokta iiggenin i¢ bolgesinde olsun.

1

|
o
J

F noktasinin yakin kenarlara uzakliklari |FK|=x, |FG|=y ve uzak kenara uzakhgi
|FH|=z olsun

Aciortaylarin kenarlari kestigi D ve E noktalarindan kenarlara [DJ], [DN], [EM] ve
[EL] dikmelerini ve DR//BC ¢izelim. |DJ|=DN|, |[EL|EM|, |DN|=|PH|=|RL] olur.
|DJ|=k, |EL|l deresek |FP|=x - k ve |[ER|=I - k olur. |[DF|=m ve |FE|=n olsun.

DKF ile DME ti¢genlerinin benzerliginden Ii: m (D olur.

m+n
DPF ve DRE ii¢genlerinin benzerliginden 2-k __0 ve 2=k _X (IT) olur.
-k m+n I-k |

EFG ile EDJ liggenlerinin benzerliginden %: n (1ID) olur.
m+n

[ ve III taraf tarafa toplanirsa TX+% =1ve kx+ly =kl olur.II de i¢ler dislar

carpimi yapilirsa z[ — kl = xl — xk olur kl degeri yerine yazilirsa
zl —kx —ly = xl — xk

zl=xl+yldenz =x+ yolur.



2. Uggenin iki dig aglortay1 olsun

ABC tiggenininde A agisinin dis agiortay1 AEve C agisinin dis agiortay1 CD olsun. E
ve D noktalarindan kenarlara [DG], [DH], [EI] ve [E]] dikmeleri cizilirse
|DG|=|DH| ve |EI|=|E]| olur. |DH|=k, |E]J|=I diyelim. DE iizerinde bir nokta F
olsun. F noktasinin kenarlara olan uzakliklari |FN|=x, |FM|=y ve |FK]|z olsun.
DR//AC ¢izilirse |FP|=z - k ve |ER|=] - k olur. |DF|=m ve |FE|=n diyelim

DFN ile DEI liggenlerinin benzerliginden TX: m (D olur.
m

+Nn

EMF ile EHD ticgenlerinin benzerliginden %:
+Nn
X Yy
toplanirsa I_+I =1ve kx+ly =kl olur.
, " . s z-k m
DPF ile DRE ti¢genlerinin benzerliginden =
-k m+n

orantidan
lz—kl=xl—xk
kl degeri yerine yazilirsa

zl — xk —yl = xl — xk

zZl=xl+yldenz =x+ yolur.

(I1) olur. Ive Il taraf tarafa

Z_

en —k :I5 olur. Bu

-k



3. Uggeninin bir i¢ bir dis agiortay1 olsun

A agisinin dis adiortay1 [AE], B acgisinin i¢ agiortay: |BD] cizelim. E ve D noktalarindan
kenarlara [EI], [E]], [DM], [DN] dikmeleri cizilirse |EI|=|E]|, [DM|=|DN| olur. |El|=] ve
|DM|=k diyelim. DE tizerinde bir nokta F olsun. F noktasinin yakin iki kenara olan
uzakliklan |FG|=x, |[FH|=y ve li¢iincili kenara olan uzaklig1 |FK|=z olsun. DR//AB
cizilirse |[ER  -=l+Kk, |FP|=y + k olur. |FE|=n ve |[FD|=m diyelim

DFKle DEI iicgenlerinin benzerliginden IE: o (D olur.
+

yrk __m den yrk_2 (I) olur.

DFP ile DER ti¢genlerinin benzerliginden = =
I+k  m+n I+k |

n

EGF ile END ticgenlerinin benzerliginden E: (II1) olur. Ive Il taraf tarafa
m

toplanirsa IEJFE =1den zk + xI =kl olur.II de i¢ler dislar ¢carpimi yapilirsa

yl+kl =zl + zk
Kl degeri yerine yazilirsa
yl+zk + xl =zl + zk
xl+yl=zldenx+y=z

Esitligi elde edilir.,



Bir uygulama:

Sekilde ABC liggeninin cevrel cemberi verilmistir. [BE] ve [CD] aciortaylar ve DE ile
cemberin kesisme noktalar1 F ve G olsun. |[BF|=x, |CF|=y ve |AF -=7 ise

N | =

1
==+
X

<|r

Oldugunu gosteriniz.
Cozim:

F noktasindan [AB}, [AC] ve [BC] kenarlarina sirasiyla [FM], [FN] ve [FK] dikmelerini
cizelim.



Ayni yay1 gordiiklerinden m(BAC) = m(BFC),= m(FAB) = m(FCB) olur. Bu nedenle
FBC liggeninde FBK dis a¢1 oldugundan m(FBK) = m(BFC) + m(FCB) ve

m(FAC) = m(FAB) + m(BAC) oldugundan FB]J iiggeni ile FAN ti¢genleri benzerdir. Bu
IFK| |FB| ] FK| _x
IFN| |FA| " |FN| z

benzerlikten (D yazilir.

Yine ayni yay1 gordiiklerinden m(FBA) = m(FCA) oldugundan BFM ile CFN ticgenleri
[FM| |FB| [FM|  x

benzerdir. Bu benzerlikten = en =
IFN| |FC] IFN|

(I1) yazilr.

Yukarida ispatlandig iizere |FK| + |FM| = |FN| dir. I ve Il taraf tarafa toplanirsa

x+x_|FK|+|FM| |FN| x+x_1 1_1+1
2y JFEN|TIEN|CIEN] Tt 3T TR T TS

Sonucu ele edilir.



Problem 226

Posted on Kasim 29, 2014

A.F.D dogrusal
B,F.E dogrusal
m(~/ABF)=m(~DBC)=10°
m(ZACE)=m(~DCB)=20°
m(ZEAC)=30°

v

m(~/EFD)=x=?

Cozim:
m(EAF)=a, m(FAB)=b, m(FBD)=c ve m(DCE)=d diyelim iki farkli trigo ceva uygulayalim

A

20

sin(30 + a) sin(10 + ¢) sin20 = sinbsin10sin(20 + d)
sin(30 + a) sin(10 + ¢) 2s5in10cos10 = sinbsin10sin(20 + d)

2sin(30 + a) sin(10 + ¢) cos10 = sinbsin(20 + d) (1)



sin30sin10sin(20 + d) = sin(a + b) sin(10 + ¢) sinsin20

sin30sin10sin(20 + d) = sin(a + b) sin(10 + ¢) sin2sin10cos10
1
Esin(ZO + d) = 2sin(a + b) sin(10 + ¢) cos10

sin(20 + d) = 4sin(a + b) sin(10 + ¢) cos10 1))
Buradaki sin(20 + d) degeri (1) de yerine yazilirsa
2sin(30 + a) sin(10 + ¢) cos10 = sinb 4sin(a + b) sin(10 + ¢) cos10

2sin(30 + a) = 4sinbsin(a + b)

1
Esin(30 + a) = sin(a + b = sinb densin30sin(30 + a) = sin(a + b) sinb

cosa — coa(60 + a) = cosa — coa(2b + a)
60+a=2b+adanb = 30 olur.

ABF lg¢geninde x + b + 10 =18 oldugundan x = 140 olarak bulunur.



H. ABC uggeninin diklik merkezi
H.ABC uggeninin O. ABC uggeninin gevrel gember

diklik merkez merkezi
NN Ne
LS

s

m(ZEBC)=20°

J

m(/HFC)=x=?

0. ABC ucgerinin gevrel cember merkaz
Cozum:
Once genel bir ispat:
Ozellik:

ABC liggeninde O gevrel gemberin merkezi, F diklik merkezi olsun. H ve E dikme ayaklari.
[OH]L[HN] olmak iizere [FNNBC={K} ise FBK licgeni ikizkenardir.




ispat:
ispati Analitik olarak yapacagiz. Sekildeki gibi H(0, 0), A(0, a), B(b, 0) ve C(c, 0) olacak sekilde dik
b+c
koordinat sistemine yerlestirilirse [BC] nin orta noktasi M (T’O) olur.
a a a
AC dogrusunun egimi —— ve denklemi y = ——(X —C) =——X+a olur.
c c c
F noktasi diklik merkezidie. | AH|=a, |HC|=c ve |BH|=—-b oldugundan |FH |-|AH | = |BH|-|HC|

oldugundan |FH|=—% yani F(O,—b?fj olur.

O noktasinin koordinatlarini bulmak icin Kenarlarin orta dikmelerinin kesim noktasinin bulunmasi

C a
gerekir. [AC] nin orta noktasi (E,Ej ve bu noktadan [AC] na gizilen dikmenin denklemi

a ¢ c b+c
y—E = —(X—E) dir bu dogru ile [BC] nin orta dikmesi X = T dogrusunun kesisme noktasinin
. c(b+c c) a a’+hc b+c a’+bc
ordinatl Yy =—| ———— |+—= dan O| —, noktasidir.
a\. 2 2) 2 2a 2 2a
a’+bc
2a a’ +hbc
Buna gére OH dogrusunun egimi = olur. H noktasindan OH dogrusuna gizilen dik
b+c a(b+c)
2
a(b+c
dogrunun denklemi y = —(Z—b)x olur. Bu dogru ile AC dogrusunun kesisme noktasi
a” +D0bC

a a(b+c) 1 b+c . ,
——Xta=-——7—"— den x ————0 =1 olur. Diizenlenirse
c a“+hc c a“ +bc
a’+bc—bc—c? a’c+bc®
X > =1den X=———ve
c(a” +bc) a-—c
a c(a®+hc) —-a’—abc+a’—-ac® -—ac(b+c) ,
5 ta= T =———— olur.Yani
c a -c¢ a‘—c a‘—c

2 2

a‘c+bc- —ac(b+c

N R 2( 2) olur
a‘—c a‘—c

_be
_IFH_"a

c
FB dogrusunun x ekseni ile yaptigl agimim 6l¢list a, olsun tan o = =— olur.

BH| -b a



FN dogrusun x ekseni ile yaptigi aginin olctsi B olsun

—ac(b+c) (_bcj —a’bc—a’c® +a’bc—bc’

2 _ 2 2 _c2 —c*(a® +bc
- a(a’-c c
tan g = a ZC 5 a/_ (2 ) = (2 )=——olur.YaniaiIeB
a‘c+bc’ c(a® +bc) ac(a +bc) a
a’-c’ a’—c?

bitunlerdir. FBK liggeninde B, K kosesindeki dis aginin 6lgtsidir. Buna gore ayni kdsede i¢ aginin
Olclsl a olup m(FBK)=m(FKB olur ki nu da FBK tcheninin ikizkenar olmasi demektir.

Hatirlatma: Bir dogrunun egimi x ekseni ile pozitif yonde yaptigi aginin tanjantidir.
Bu nedenle FN dogrusunun egimi FBK l¢geninin K kdsesindeki dis aginin tanjanti olur.

Soruda verilen bilgilere gore olusturulacak HBK licgeninde m(HKB)=20, m(CFK)=50 ve x=130 olur.



. Problem

228

C

B,C teget noktalar
F, CE nin orta noktasi

o/ F. CE nin orta
noktasi
v

m(~DAF)=m(~-EDC)

Cozim:

Sekilde m(DCB)=a, m(DBC)=b, m(ABE)=c, diyelim. Kiiclik gemberde ayni yayi gérdiklerinden
m(BAG)=m(DBC)=b ve m(ABC)=b+c ve ABD li¢geninde dis a¢l oldugu iciin m(ADE)=b+c olur. Biyiik
¢emberde ayni yayi gordiiklerinden m(ADE)=m(ACE)=b+c olur.

Blyiik cemberde m(AED)=d dersek ayni yayi gérdiklerinden m(ACD)=d, m(AEC)=a+d, m(ACB)=a+d
olur. ABC liggeninde m(BAC)=a+b olur. Ayni yayi gérdiiklerinden m(EDC)=m(EAC)=a+b dir. Buna gore
ABC ile ACE Uggenleri AA benzerlik kuarlina gére benzerdir.

Cemberlere gore G noktasinin kuvveti uygulanirsa |GB|=|GC olur. Yani ABC li¢geninde [AG]
kenarortay ve ACE liggeninde [AF] kenarortay oldugundan ABG ile ACF l¢genleri KAK benzerlik
kuralina gére benzerdir. Bu benzerlikten m(BAG)=m(CAF)=b olur ve

m(DAF) = m(DAC) + m(CAF) =a+b

Bundan dolayi m(DAF) = m(CDE) = a + b olarak bulunur.



Problem 229

AB c¢apli gemberde
AC=CD=3, DB=7

v

Cemberin Yarigapi=r=?

m(ABD)=a denirse m(ACD)=180—a dir. |AD| = x ve |AB| = r diyelim ve ADC li¢ggeninde
kosinlis kurali uygulayalim

x2=94+9—29co0s(180 — a) = 18 + 18cosa

.. 7
olur. Ote yandan ADC de x? = r? — 49 ve cosa =— oldugundan yerine yazilirsa
r

r2—49=18+18-%

Duzenlenirse
r3—67r—18.7=0
r3—67r—149=0

olarak yazilir. Bu denklemin son teriminin ¢arpanlarindan 9 denklemi saglar. Yanir =9
olarak bulunur.



2527 Problem 230

2 A - -
€ Dby apolionius03

m(£ZBAD)=11°
m{ZDAC)=30°
m(ZACD)=101°
m(ZDCB)=8°

D =x="7
4 101 m(ZDBA)=x=7%

C

Trigo Ceva uygulanirsa sin30 sinx sin8=sin11 sin(30 — x) sin101 dizenlenirse

3 sinx sin8 = sin(30 — x) sinl1lcos11

sinx sin8 = sin(30 — x) 2sinllcos11
sinx sin8 = sin(30 — x) sin22
Ters donlislim uygulanirsa
cos(x — 8) — cos(x48) = cps(x —8) — 0s(52 — x)

Olur. Buradan x+ 8 =52 —x den 2x = 44 ve x = 22 olur.



Problem 231

M, AC nin orta
noktasi
.

AA

\
|
|
/
&

M, FE nin orta
noktasi

Cozum:

Soru:

C. cembernin merkezi O,, ¢, cemberinin merkezi O, dir. A, Dve F dogrusal, A, Cve E
dogrusaidir. [DC), C; cemberinde bir kirisve G, [DC] nun orta noktasdir. [EF], €, cemberinin

DE.BC
DF L AB
N, FE nin orta noktasi
M. AC nin orta noktasi

J

NM.LND

bir kirisiveH, {EF[ mn ortancktasidr. Buna gore m(BGH)=x kac derecedir.

Bir FAE Ui¢geninin ¢evrel cemberinin Gzerinde bir B noktasi alalim. B noktasindan liggenin hethangi iki
kenarina gizilen dikmelerin kenarlari kestigi noktalar D ve C olsun. [DC] nin orta noktasi G ve (iggenin

diger kenarinin orta noktasi H olsum. BGH agisi dik agidir.



Cozim:

1. Durum.
B noktasi A acisinin dis bélgesinde olsun.

F
I
I
I
I
I
I
I
I H
°H I/
1 /
Iy
D Iy
- - 1y
ﬁ
// G ~ ,I
y; N \ I 7
~
/ N — P
N
A N F ’ E
I N\ / g
S\ | 7
| (o) z
\ 2
\ /B
\ /
\ 7/
N 7
N 7’
Hh_—f’

0O, merkezli cemberde [BD] ve [BC] ¢izilirse capi géren cevre agilar olduklarindan m(ADB)=90 ve
m(ACB)=90 olur. Yine O, merkezli gemberde BC yayini gérdiklerinden m(BDC)=m(BAC) olur. Ayrica
CD yayini gordiiklerinden m(DAC)=m(DBC) olur.

0, merkezli cemberde BE yayini gérdiiklerinden m(BAE)=m(BFE) olur. Yani
m(BAC)=m(BAE)=m(BDC)=m(BFE) olur. Yine ayni cemberde EF yayini gérdiklerinden m(EAF)=m(EBF)
yani m(CAD)=m(EAF)=m(DBC)=m(EBF) olur. Bu durumda DBC li¢geni ile EBF Uggenleri AA benzerlik



kurali geregince benzerdirler. Benzer licgenlerin karsilikli uzunluklari orantili ve karsilikli acilari es

. |GB| [CB|
oldugundan m(DBG)=m(FBH), m(GBC)=m(HBE) olur. Ayrica = —— orantisi yazilir.

|HB||Em

CBF agisinin 6l¢tsiini x ve m(DBG)=m(FBH)=a, m(GBC)=m(HBE)=b diyelim.

CBE liggeninde m(CBE)=m(CBF)+m(FBH)+m(m(HBE)=x+a+b

GBH ti¢geninde m(GBH)=m(GBC)+m(CBF)+m(FBH)= b + x + a olur. Bu durumda m(CBE)=m(GBH) olur.

|GB| [CB]| |GB| |HB

+—— = +—— orantisindan = oratniti yazihr.

|HB| |EB| ICB| |EB

Yani GBH ile CBE liggenlerinde m(GBH)=m(CBE) ve @ = |HB| oldugundan Bu iiki Giggen KAK
- cB| |EB|

benzerlik kuralina gére benzerdir. Benzer tiggenlerin karsilikh agilari es oldugundan
m(BGH)=m(BCE)=90 olur. Yani BHG agIsI dik acidr.

C noktasinin [BF] nin saginda olmasi durumu:

0O, merkezli cemberde [BD] ve [BC] ¢izilirse capi géren cevre agilar olduklarindan m(ADB)=90 ve
m(ACB)=90 olur. Yine O, merkezli cemberde BC yayini gérdiiklerinden m(BDC)=m(BAC) olur. Ayrica
CD yayini gordiiklerinden m(DAC)=m(DBC) olur.



0, merkezli gemberde BE yayini gérdiklerinden m(BAE)=m(BFE) olur. Yani
m(BAC)=m(BAE)=m(BDC)=m(BFE) olur. Yine ayni cemberde EF yayini gérdiiklerinden m(EAF)=m(EBF)
yani m(CAD)=m(EAF)=m(DBC)=m(EBF) olur. Bu durumda DBC ii¢geni ile EBF liggenleri AA benzerlik
kurali geregince benzerdirler. Benzer liggenlerin karsilikli uzunluklari orantili ve karsilikli agilari es

|GB| [CB|
= - —— orantisi yaZ|I|r.

oldugundan m(DBG)=m(FBH), m(GBC)=m(HBE) olur. Ayrica =
& " 1He|  |EB|

GBF agisinin olglsiind x ve m(DBG)=m(FBH)=a, m(GBC)=m(HBE)=b diyelim.
CBE lg¢geninde m(CBE)=m(GBF)+m(FBH)+m(m(HBE) — m(GBC)==x+a+b—-b =a +x

GBH lg¢geninde m(GBH)=m(GBF)+m(FBH)=a + x olur.

|GB| [CB| IGB| |HB|
Bu durumda m(CBE)=m(GBH) olur. —— =+—— orantisindan —— =+—— oratniti yazilr.
|HB| |EB] ICB| |EB
Yani GBH ile CBE liggenlerinde m(GBH)=m(CBE) ve | B| = | | oldugundan Bu iki Giggen KAK
ICB| |EB|

benzerlik kuralina goére benzerdir. Benzer liggenlerin karsilikli agilari es oldugundan
m(BGH)=m(BCE)=90 olur. Yani BHG agisi dik acidir.



2. Durum:
B noktasi A acisinin i¢ bdlgesinde olsun.

0, merkezli cemberde BE yayini gérdiiklerinden m(BFE)=m(BAE) olur. O, merkezli cemberde BC yayini
gorduklerinden m(BAC)=m(BDC) olur.

Bu nedenle m(BAE)=m(BAC)=m(BDC)=m(BFE) olur.

0, merkezli cemberde AFBE kirisler dortgeninde m(FAE)+m(FBE)=180 dir.

0O, merkezli gemberde ADBC kirisler dortgeninde m(DAC)+m(DBC)=180 olur.

Bu nedenle m(DBC)=m(FBE) olur. Bu agi 6lgilerin

N esitliginden ABC ile FBE lggenleri AA benzerlik kurali geregince benzerdir. Benzer liggenlerin
karhlikli agilari es ve karsilikli uzunluklari orantili oldugundan m(FBH)=m(DBG), m(HBE)=m(GBC) ve
|BH| |BE]
BG| |BC|
m(FBH)=m(DBG)=a, m(HBE)=m(GBC)=b ve m(GBE)=x diyelim.
m(EBC) = m(GBC) — m(GBE) = b — x olur.

m(HBG) = m(HBE) — m(HBE) = b — x olur.

[BH| |BE| [BH| [BG| . N .
— = = —— orantisi yazilir. Bu esitliklerden HBG liggeni ile EBC liggeni
IBG| |BC]| IBE| |BC|

KAK benzerlik kural geregince benzerdir. Benzer liggenlein karesilikli agilarinin dlgileri esit
olacagindan m(BGH)=m(BCE)=90 olur.

orantisi yaZ|I|r.

orantisindan




Problem 232:

ABFE, ADIC, BCHG
alanlari surasu ile 18,20
ve 26 br olan kareler

J

Alan(DEFGHI)=?

Cozim:

Karelerin kenarlari a, b, c olsun. a? = 26,b? = 20 ve c¢? = 18 olsun.|BC| = a = v/26,
|AC| = b = 2v/5 ve |AB| = 3V2 olur. sin(108 — a) = sina oldugimdan FBG, EAD, ICH ve
ABC li¢genlerinin alanlari esittir. Soyle ki; m(ABC)=a dersek m(FBG)=180 — a olur.

A(ABC) =%acsin a ve A(FBG) = %ac sin(180—«) oldugundan esittir. Benzer sekilde

diger esitlikler de gosterilebilir. Bu durumda 6nemli olan ABC lc¢geninin alaninin
hesaplanmasidir.

BAC agisinin kosinlslni hesaplayalim cos(BAC) = 18+20-26 = 2 = V10 Bundan

2:3J2.246 3/10 15
faydalanarak sin BAC = fl—ﬂ ‘3
225 45 3[

Buna gore A(ABC) :%bcsin(BAC) :%- 2\/5-3\/5-;/_% =/86 olur.

istenen alan = 64 +4+/86 olur.



Problem 233:

AB= V3
DC=1 br.
m(/ABC)=50°
m(~/BAD)=30

J

m(/DAC)=x=?

Cozum:

!
sin80 sin50
1 a J3sinx sin(80 + x)
— = — yazilir. Taraf tarafa oranlanirsa — = olur
sinx  sin(80+ x) 2sin40cos40 cos 40

Diizenlenirse sin60sinx = sin(80 + x) sin40 esitligi yazilir.

| AD|=a diyelim. ABD liggeninde sinlis kural ve ADC lggeninde sinis kurali

cos(60 — x) — cos(60 + x) = cos(40 + x) — cos(120 + x)
c0s860 — x) + cos(120 — x) = cos(40 + x) + cos(60 — x)
120 —x =40+ x den 2x = 80 ve x = 40

Olur.



2. Cozim:

[AB] tGzerine m(ABE)=30 olacak sekilde ABE (lcgeni olusturulursa 30-30-120 iicgeni ve
| AE|=|BE|=1 olur.

Ayrica m(EBC)=20 olur. |BE|=|BF| olacak sekilde BEF liggeni 20-80-80 liggeni olusturulursa
EDF Gg¢geni de 20-80-80 licgeni olur ve EDB ile EFC licgenleri KAK eslik kuralina gore es olur
Bu durumda m(ECD)=20, m(CED)=80 ve |CD|=|CE|=1 olur. Yani |CE|=|AE |=1 ve AEC
tcgeninde m(EAC)=m(ECA)=x olup CED, AEC li¢geninde bir dis a¢l oldugundan 2x=80 ve x=40

olur.



Problem 234:

m(~ZABD)=69°
m(/ADB)=37°
m(/DBC)=23"
m(~/BDC)=7°

v

AC.BD

work by Ali ERGIN

Cozum:

[BD] nin orta noktasi koordinat sisteminin merkezi olacak sekilde [BD] ni koordinat
sisteminde x ekseni ile gaistiralim.

A

A ve C noktalarinin apsisleri ayni ise [AC] ile [BD] dik lur.
AB dogrusunun denklemi y = tan69(x + a) = xtan69 + atan69
AD dogrusunun denklemiy = —tan37(x — a) = —xtan37 + atan37

Bu iki dogrunun kesisme noktasi xtan69 + atan69 = —xtan23 + atan23 esitliginden
o a(tan37-tan69) -asin32 -2asin16cos16

- = =-2asinl16 olur.
tan 69 + tan 37 sin106 c0s16




Yani A noktasinin apsisi —2asinl16 dir.
BC dogrusunun denklemiy = —tan23(x + a) = —xtan23 — atan23

DC dogrusunun denklemi y = tan7(x — a) = xtan7 — atan7 olur. Bu iki dogrunun kesisme
noktasi —xtan23 — atan23 = xtan7 — atan7 esitliginden

‘= a(tan7 —tan 23) _ —asinl6

tan23+tan7 sin30
Bu durumda A ve C noktalarinin apsisi ayni oldugundan bu iki nokta x = —2asin16 dogrusu
Uzerindedir. Yai [AC] dogru par¢asi x = —2asin16 dogrusunun alt kiimesi olpu Ox aksenine
diktir. Yani [AC] ile [BD] dik olur.

=-2asin16 olur. Yani C noktasinin apsisi de —2asin16 dir.



Problem 235:

m(/BAD)=33°
m(~/DAC)=33°
m(/ACB)=64°
m(~DDC)=57°

\

m(ZBDA)=x=7?

work by archipedes26

Cozum:

BDC licgeninin cevrel cemberi cizilir ve acilar sekildeki gibi yazilarakABC licgeninde Trigo-
Ceva uygulanirsa

sin33 sin(x — 7) sin(x = sin33si(57 — x)sin(64 — x)
x0s7 — cos(2x — 7) = cos7 — cos(121 — 2x)

2x —7 =121 —2x den4x = 128 ve x = 32 olur



Problem 236:

m(./BED)=x=2a

D C work Dy archiuedes2t
salution by Ayhan YANAGLIBAS

Agilar yazilirsa m(AEC)=4a olur. E merkezli gemberin [BC] ni kestigi nokta D’

olsun.m(AD’C)=2a olur. Ayni zamanda verilenlerden dolayr m(ADC)=2a oldugundan D=D’
olup A, D ve C noktalari E merkezli gember lizerindedir.Yani m(EDA)=m(EAD)=a ve x, AED
licgeninde dis a¢l oldugundan x= 2a olur.



Problem 237:

Duzgun Beggenin Gevrel
Cemberinin yarigapi r,

D. BC yayinin orta noktasi
F, AD ve BC nin kesigimi

FGIAE
“|\'7
GE=r
dizgin besgenin archimedes, Lemma 15
Durqun Besgen gevrel gemberi
Lid e
Cozum:
L]
Cc
v N
% - I\~
-, 0
» < \ Y D
> - KA LW
> I W\ N <
e RS \ “
> - - \ ! \ ~ <
4 o |/ \ N
A = o’ ) \ RS
o G B =

[AC] gizilirse m(CAD)=m(DAE)=18, m(ACB)=90 olur. Budurumda [AD] CAB agisinin agiortayi
olup |FG|=|FC| ve |AC|=|AB| olur. Budurmda [AD], [BC] nin orta dikmesidir. Yani D noktasi
[BC] nin orta dikmesi Gzerinde oldugundan |DC|=|DG| olur. Soruda verilen bilgiye gore
|DC|=|DB| oldugundan |DB|=|DG]| olur.

Yine soruda verilen bilgiden m(@ = 36 ve m(C?l) = 108) oldugundan m(DEA)=36 olur.
m(BCD) = m(CBD) = 18 oldugundan m(BDE)=36 ve m(DBO=72 olur. DGB li¢geni ikizkenar
oldugundan m(DGE)=72 olur. DOE acisi da merkez a¢i olup 36 derece oldugundan
|DO|=|DE|ve ayrica m(GDB)=36 oldugundan m(GDE)=72 olur. Yani EDG ile ODB l¢genleri
KAK eslik kuralina gore estir. Buna goére | OB|=|EG|=dlizglin besgenin yarogapi olur.



Problem 238:

m(ZABC)=15
m(/CBD)=5°
m(/BCA)=55"
AB=BD

4

m(/BCD)=x=?

Cozum:
|BA|=|BD|a ve |BC|=b diyelim.

BAC li¢cgeninde sinis kurali uygulanirsa
a b a

- =— den =— ve b =2asin35 olur.
sin55 sin70 cos35 2sin35c0s35

BDC ¢geninde sinls kurali uygulanirsa
a b a 2asin35 1 sin35
sinx sin(x+5) sinx sin(x+5)  sinx = sin(x+5)

sinxsin35 = sin30sin(x + 5)
1 1
> [cos(x —35) — cos(x + 35)] = > [cos(25 — x) — cos(35 + x)]

x—35=25—x den 2x =60 vex =30

Olur.



Problem 239:

ABCD, O merkezli kare

E.G; B ve C merkezli gcemberlerin

kesim noktasi

G, FB ve EC nin kesisim noktasi,
b=30°

c=45°

O, FGC uggeninin i¢ merkezi

a=15°

ABCD kare

Cozum:

FBC eskenar l¢gendir. Ayni zamanda EDC (i¢geni de eskenardir. Bu nedenle
m(DCF)=m(BCE)=30 oldugundan m(GCF)=30 olur. E noktasi BF yayinin orta noktasidir ve
m(CGF)=90 ve m(CFG)=60 olur. O noktasi karenin merkezi oldugundan OF//CD ve m(BCO)=45
dir. Buna gére m(GCO)=a=45-30=15 olur.

Ayni zamanda m(OFB)=m(FBA)=m(FCD)=b=30 olur. Yan OF ile OC, GFC li¢geninde i¢
aclortaylardir. O halde GO da i¢ aclortay olup m(FGO)=c=45 olur.



Problem 240:

A B

e,
e ABCD kare

BFG Eskenar Uggen

DEC eskenar Uggen

E<BF

GMD ve BNC ug¢genlerinin i¢
¢emberlerinin yarigaplari sirasi

iler,rz

ri=2r2

O

D

Cozum:

Verilenlere gore BAF ile BCG liggenleri es olup m(ABF)=m(CBG)=15 ve m(BFA)=m(BGC)=75
olur. BFG l¢geninde m(BGF)=60 oldugundan GDM {i¢geninin i¢ agilarinin dlgileri
m(MDG)=60, m(DGM)=45 ve m(DMG)=75 olur. BNC liggeninin i¢ agilarinin dlgileri ise
m(NBC)=15, m(NCB)=30 ve m(BNC)=135 olur.

A
@

D K G c

[MK]L[DC] gizelim. |DK|=1 dersek | |3 olur. m(DGF) = 45 oldugundan



|KG| = V3 ve |GD| = |DF| =+/3 + 1 olur. FDG dik tiggeninde |FG| = V6 + V2 olur.

BGC dik tiggeninde |BG|=x dersek bu tiggen 15-75-90 l¢genive |BG| = \/E(\/g + 1) olup
hesaplanirsa x=1 olur. MDG ile GCN Uggenlerinin benzerliginden

|DG| = |MD| n 3+1 :z ve |CN| :@ olup benzerlik orani 2 dir. Ote yandan karede
ICN| |CG] ICN| 1 2

MG
|IDC| = |BC| = 2 ++/3 dir. Ayrica |[FG| = |BG| = V6 + V2 ve |GN|:%:§ olur.

|BN|=|BG|-|GN|= \/€+\/_—? =w olarak hesaplanir.

(2+\/§+1+\/§)r _2-(\/§+1)sin60 3(\/§+1)

A(DGM) = verr=———= olur.
( ) ' 3+43+46
\@+1+\/§+2+\@+2\/§ \/§+1_(\/§+2)
2 2 5+34/3
A(BNC) = T, = denr, =
2 2 2/6 +6+/3+4+/2 +10

L 3+43  2/6+643+42+10
r_2_3+\/§+\/§' 5+3v3

646 +18v3+12v2+30+ 642 +18+ 46 +104/3
B 15+93+53+9+56 +9y2
_10V6+28V3+18V2+48 _,

56 +14V3+9V2+24

Olur ki bu r; = 2 r; oldugunu gosterir.




Problem 241:

AB=1, DC=2,

A.D.C dogrusal
m(/ABD)=20"
m(~/BAD)=60"

J

m(ZACD)=x=?

B D E C

Once ABE ikizkenar licgeninini olusturalim. Bu ticgende m(AEB)=20 olur. Bu durumda EAD
Ucgeni 20-80-80 lggeni olur. Yani |EA|=|ED|=1 ve |EA|=|EC|=1 olur. Bu durumda
m(EAC)=m(ECA)=x ve ACB, AEC li¢geninde dis a¢l oldugundan 2x=20 den x=10 olur.



Problem 242:

Yarigaplari a,b,c ve merke-
Zleri bir dik U¢genin kosesi
olan olan gemberler sekildeki
gibi birbirine ve r yarigapli
¢embere teget

4

r=a+b+c

Cozum:

B(0, b+c)

ABC lggeninin dik acinin bulundugu C kdsesini dik koordinat sisteminin merkezine, AC kenari
x eksenine ve BC kenari y ekseni lizerine gelecek sekilde yerlestirelim. C(0, 0), A(a + c, 0) ve
B(0, b+c) olur. A, B ve C merkezli cemberler O merkezli cembere icten teget oldugundan
|OB|=r—b, |OC|=r—c, |OA|=r—aolur. A, B ve C merkezli cgemberlerin kuvvet merkezi D
olsun. BED ile BGD ve AFD ile AGD Uggenlerinin esliginden [BD] ve [AD] gizildikleri kdsedeki
actlarin aglortaylari olup m(ADB)=135 derecedir.



ABC licgeninde |AB|=a+b, |AC|=a + c ve |BC|= b+ c dir. Pisagor bagintisindan
(a+c)?>+ (b +c)? = (a+ b)?
a? + 2ac + c? + b? + 2bc + ¢? = a? + 2ab + b?
ac+bc+c?=ab D
Olur. Analitik olarak uzunluklar yazilirsa
p>+(q—(b+c))?=(r—>b)? den
p2+q?>—2qb+c)+(b+c) =@T—-b)?* (D
pP+q*=(r—-c? (I
(p—(@+0)?+q*=(r—a)’ den
p2+q*—-2pla+c)+(a+c)>=0@—-a)® UAV)
Esitlikleri yazilir.

(IDve (IINdenr? — 2cr + ¢ —2q(b + ¢) + (b + ¢)? = r? — 2br + b? den
_(b—c)r+c®+hc
b+c

Cr+ac

q olur. (1) den ¢? + bc = a(b — ¢) yazlirsa q = olur

() ve (IV) denr2 — 2cr + ¢? — 2p(a+c¢) + (a + ¢)? =r? — 2ar + a? den

cr+bc

o (a—c)r+c’+ac
a+c
yerine yazilirsa

olur. (1) den ¢? + ac = b(a — ¢) yazilirsa p= olur. (lll) de

<cr + bC)Z N (cr + ac>2 (= o)

b a
Diizenlenirse (a?b? — a?c? — b?c?)r? — 2abc(ab + ac + bc)r — a?b?c? = 0 denklemi
elde edilir. Bu denklemde

A= 4a’b*c?(ab + ac + bc)? + 4a*b?c*(a?b? — a’c? — b?c?)
A= 4a?b?c?*[a®b? + a?c? + b%c? + 2a’bc + 2ab?c + 2abc? + a?b? — a’c? — b%c?]
A= 4a?b?c?[2a®b? + 2abc(a + b + ¢)]
Olur. Ote yandan (1) den c(a+b+c)=ab oldugundan yerine yazilirsa
A= 4a?b?c?[4a?’b?] = 16a*b*c?

Olur. Bu denklemin koku yazilirsa



_ 2abc(ab + ac + bc) + 4a’b*c _ abc(3ab + ac + be)
" T 2(a?h2 —a?c? —b2c2)  a?b?— a’c? — b2c?

(Dden ac + bc = ab — c? olup yerine yazilirsa

abc(4ab — c?)
T 42b? — g2c2 — h2c2

r

Olur. D noktasi i¢ cemberin kuvvet merkezi ve C dik aci oldugundan |DE|=|DG|=|DF|=c dir.
BGD ve AGD dik tggenlerinde |BD| = Vb? + ¢? ve |AD| = Va? + c? dir. |AB|=a + b dir.
ADB (,¢geninde cos kurali yazilirsa

a®+2ab +b? = a? + c® + b? + c® +/2(a? + c2)(b? + ¢2)
Dizenlenirse
4a?b? — 8abc? + ¢? = 2(a?b? + a?c? + b%c? + ¢*)
a’b? — a®c? — b?c? = c?(4ab — c?)

Yerine yazilirsa,
_abc(4ab —c*) ab
"~ c2(4ab—c?) ¢

Elde edilir. (1) den ab=c(a + b + c) oldugundan yerine yazilirsa

c(a+b+c)
r=——
c

=a+b+c

Elde edilir.



Problem 243:

ABC ikizkenar Uggen
AB=AC
m(/BAC)=120°
m(./DBC)=24"
m(~/ECB)=12°

0

m(/DEC)=x=?

Coziim.

b

DEC lggeninde sinis kurali _a =—
sin18 sin(18+x)

asinl2  sin30
csinl8 sin(18+x)

taraf tarafa oranlanirsa

EBC Ug¢geninde sin kurali — =—
sinl2 sin30

c a sin6 :
— = — den —=————— olur. Bu oran yerine
sin6  sin(36-—Xx)

c sin(36—X)
sin6sin12 sin30

EBD lggeninde sinis kurali

yazilirsa — - =— elde edilir. sin18=2sin12sin48 yazilir ve
sin(36—x)sin18  sin(18+ x)
1
sin6 2

ifadesi ede edilir. Bu orantidan

sadelestirilirse — - =—
2sin48sin(36—x)  sin(18+ x)

sin6sin(18 + x) = sin48sin(36 — x)
1 1
> [cos(12 + x) — cos(24 + x)] = > [cos(12 + x) — cos(84 — x)]
cos(24 + x) = cos(84 — x)

24+ x =84 —xden2x =60vex =30
olur.



Problem 244:

DF |AB
CE_AB
AF=BE
B O !‘r1=|‘."'-<f.‘z|* CO caph archimedes Book of Lemmas, Lemma 2
cember
Cozum:
b
2a+b+2a+e
Sekilde 90+a:f den180+2a=2a+b+2a+eden2a+b+e =180

olur. O merkez oldugundan 2a + b 4+ ¢ = 180 olup bu iki esitlikten c = e ve b = f olur. Yani
m(EKA)=m(FCB) olur. Aybi zamanda |AK| = |BC| olacagindan AKE li¢geni ile BCF tcgenleri
AKA eslik kuralina gore estir. Bunun sonucu olarak |AE| = |FB| our.



Problem 245:

AB cap
C,D,E,F teget noktalari

U

1.1-21.1
d a Cb
work by C.Tello,{ Peru geomelrnico)

Cozim:

[AB] capl cemberin yaricapi r merkezi O olsun. icteki cemberlerin yaricaplari ry, ry, r3 ve
merkezleri 04, O, O3 olsun.

I, 1 r-n
an —=

r—r
00;T; ile OCG Ug¢nlerinin benzerliginden —X =-1 d olur.
r a a I
. . .. v r_r3 r3 1 r_r3
OT303 ile OHF Uggenlerinin benzerliginden =-=den —= olur. Bu iki ifadeden

r d d

rL—r
== - = 3 olur.
a




0O, den blyik cemberin ¢apina paralel gizilirse

0,P,D ile O,P10; liggenlerinin benzerliginden

r b-r rr, —r? 2rr, 1 r+r

2= 2 den 2—2+r,=bveb=—% ,==-1—2 olur.
n+rn L-n L+, n+rn b 2r1r2
O,PsE ile O,P405 liggenlerinin benzerliginden

2

r c—r rr,—r 2rr, 1 r+r

2_=—— 2 den32—24r,=cvec=—3%,=-=2"2 olur
L+r, -, r,+r, rL+r, c 2,

1 1 r+r, r+r, rrL+rr,—-rr,—rr, r(r-r r-r, 1(1 1 .
- _—-_13Tl2 hTl2 13T h2 il 23:2(1 3):1 S _Z| =_= 1 olur. Yani
c b 2nr, 2rr 21,1, 21,1, 2rr, 2\d a

buradan i—iz Z(E—EJ sonucu elde edilir.
d a c b



Problem 246:

m(ZCAB)=30"
m(~ACE)=10°
m(ZDBA)=40"
CD=CB

J

m(ZEDA)=x=?

A

Cozum:

Acilar yazilirsa m(DEC)=x — 10 m(CEB)=40, m(ABC)=110, m(BCE)=30 olur. |CD|=|CB|=a ve
| CE |=b diyelim.

b
sin(x—10)  sin x

CDE Uggeninde sinls kurali yazilirsa

CBE ti¢ggennde sinis kurali yazilirsa
a b a b
- =— dan — =
sin40 sinl110 2sin20c0s20 cos20
2bsin20 b sin20 1

5 =— =— olur.
sin(x—10) sinx ;sin(x—lo) sin x

ve a =2bsin 20 olur. Yerine yazilirsa

sin30sin(x — 10) = sinxsin20
cos(40 — x) — cos(x + 20) = cos(x — 20) — cos(x + 20)
40 —x =x — 20 den 2x = 60 ve x = 30

Olur.



Problem 247:

A m(~-ABC)=40°
m(~-ACB)=20
AB=EC
BE=DC

m(~-ABC)=40
m(~ACB)=20
AB=EC
BE=DC
-
\!\fy

m(ZDEA)=x=7?

a b C

(1),

ABE licgeninde sinis kurali : — =— =—
sin(20+y) sin(120—y) sin40

a b _d
sin(x+y) sin(20+y+x) sin20

(2)

DEC lggeninde sinis kurali :

d
sin(x+y) siny

AED li¢geninde sinis kurali : (3) olur.
sin(x+y) csin20 _sin(20+ Yy + Xx)
sin(20+y) dsin40  sin(120-vy)

Lo —Sln(_x+ ) olarak hesaplanir ve yerine yazilirsa S-In(x+ ) = Sln(_x+ y_)SIn 20 o}
d siny sin(20+ ) sin ysin40

olur. (3) de

(1) Ve (2) taraf tarafa oranlanirsa

lur

Sadelestirilir ve dizenlenirse: sin(20 + x) sin20 = sinysin40 olur. Ters dénlsim
uygulanirsa

%[cosy —cos(y +40)] = %[cos(40 —vy) —cos(40 + y)]

cosy = cos(40 —y)deny = 20 olur.
Bu deger (3) de yerine yazilirsa



sin(x+20) sin(40+x) sin(x+20) sin(40+x) sin(x+20)  sin(40+x)
sin(40) sin(100) ' sin40 sin80 ' sin40 2sin 40cos 40

olur ve buradan
2 sin(x + 20) cos40 = sin(40 + x)
2 sayisi esitligin ikinci tarafina cos60 olarak gegirilirse
sin(x + 20) cos40 = sin(30 + x) cos60
Ters donlisiim uygulanir ve sadelestirilirse
sin(x + 60) + sin(x — 20) = sin100 + x) + sin(x — 20)
x+ 60 =180 — (x + 100)

x+60=80—x den2x =20vex =10

Olarak buunur.



Problem 248:

m(~/ECB)=30°
m(~/ACE)=20"
m(~/DEC)=2u
m(ZEBC)=45+u

U

m(/DBE)=x=?

C \
45+

work by, N. D, Velasquez, D.R. Diaz
Cozum:
Bu soruda a nin degisik degerleri icin farkh x degereleri bulunuyor. Mesela a = 10 igin x=30,
a = 20 icin x=22,57 degeri geogebrada elde ediliyor. Yani ABC sabit ticgeb degil.




Problem 249:

m(~ABD)=30
m(~/DBC)=u
m(/BAD)=60+«
m(/DAC)=60-2u

Cozum:
ABC lg¢geninde m(ACB)=30 dur. Bi licgende Trgi-Ceva uygulanirsa
sin(60 — 2a) sin30sinx = sin(60 + a) sinasin(30 — x)
2sin(30 — a) cos(30 — a)%sinx = cos(30 — a) sinasin(30 — x)
cos(60 + a)sinx = sinacos(60 + x)
%[sin(x +a+ 60) + sin(x —a — 60)] = %[sin(60 + x + a) + sin(a — 60 — x)]

x—a—60=a—-60—x
2x =2a danx =a
Olarak bulunur



Problem 250:

Sekilde BC caplh O: merkezli cember,
DC caph O: merkezli cember,

Oz merkezli gember verilmistir.

E.F.G teget noktalar

ABD ikizkenar ucgen AB=AD

!

0:D BC

Cozum:

01 merkezli gemberin yarigapi a+b, O, merkezli gemberin yarigapi b ve O3 merkezli gemberin
yaricap r olsun. Verilen sekli D noktasi koordinat sisteminin merkezine ve BC dogrusu Ox
ekseni Gzerinde olacak sekilde yerlestirilirse D(0, 0), O1(b — a, 0), O,(b, 0), B(- 2a, 0), C(2b, 0)
ve K( - a, 0) olur. Oz3(p, q) olsun. Yapacagimiz islemlerde p sayisini bulmaya ¢alisacagiz.

Once [BC] caph cemberin denklemini yazalm (x — (b — a))? + y? = (a + b)? olur.

A noktasinin ordinati icin bu denklemde x = - a yazilirsa

(—=b)?> + y*> = a® + 2ab + b?> den y =+/a?+ 2ab olup A(—a,+/ a? + 2ab)
Noktasidir. Buna gore AD dorgrusunun denklemi

/ 2
y= —ﬂ dan{ Jai+ 2ab} X+ay =0 seklindedir.

a



‘(\/az + 2ab) p+ aq‘

\2a? +2ab

O3 noktasinin bu dogruya uzakhgi r sayisini verir yani r = (I) olarak

hesaplanir.

Birbirine teget cemberlerin merkezleri arasindaki 6zelliklere gére

O; v O3 merkezli cemberlericin (a + b —r)> = (p —)b —a))* + q*> (I
0, ve 03 merkezli gemberler igin (b + )2 = (p — b)? + ¢* (1)
—ap
+a

1. ‘\/az +2ab p+aq‘ =+/a*+2ab p +aq olmasi durumu;
Va’+2abp+aq 2ab-ap

I ve IV Un esitliginden = esitliginde
\2a? +2ab 2b+a
2abV2a? + 2ab — (av2a? + 2ab + (2b + a)Va? + 2ab)p

a(2b + a)

Ilve lll den q2 yok edilirse r nin p tlriinden degeri r = 2ab

(IV) olarak hesaplanir

q:

Olarak hesaplanir.

Burada 2abVv2a? + 2ab = a ve av2a? + 2ab + (2b + a)Va? + 2ab = B diyelim
a-pp

q= olur. lll de r ve g nun bu degerler Il de yerine yazilirsa,
a(2b+a)
2ab-ap 2ab-ap
2: b 2— —b 2= Zb - = 2b_
a°=(b+r)"~(p-b)*=(r+p)(2b+r-p) [2b+a +pj( p+ 2b+aj
a—pp 2_[2ab+2bpj(4b(a+b)—2(a+b)p]
a(2b+a) 2b+a 2b+a
a’-2afp+ p°p? 8ab’(a+b)—4ab(a+b)p+8b®(a+b)p—4b(a+b)p?
a’(2b+ a)2 (2b+a)®
_ 8ab’(a+b)—4b(a+b)(a—2b) p—4b(a+b)p?
(2b+a)’

Burada 4b(a + b)(a — 2b) = tve 4b(a + b) = z dersek
Yukarida @ = 2abV2a? + 2ab den a? = 8a®b?(a + b) dir.
8a’h*(a+b)—2aBp+ B°p° _ 8ab’(a+b)—tp —zp? den

a’ 1
8a’b’(a+b)—2apBp+ f*p* =8a’n’*(a+b—a’tp —a’zp

a’t—2ap
_aZZ _ ﬂZ

Olarak bulunur. Burada p = 0 icin O3 Uin apsisi ile D noktasinin apsisi esit ve 0 dir. Yani D ve

(@*t—2ap)p = (-a’z— %) p* denkleminden p=0 veya p =

Os noktalari y ekseni Gizerinde olup x eksenine dik oldugundan O3D dogrusu [BC] na diktir.
_at-2op icin q= afi’ —a’az—a’pt
—a’z—f3? a(2b+a)(-p" -a’z)

a=12V2, f =22+ 7V7, t = —240 ve z = 48 olur.

olur.a = 1 ve b = 3 olsun.

p



p =0 i¢in g= 12;/5 ver :g olup sekil asagidadir.
2% 2 25 2
p=at2—2a’b; icin q= atp+a ZO; a,b’2 olur. Yukaridaki degerler yerine yazilirsa icin
—a’z-f3 a(2b+a)(a’z+p°)
q= ~84y2 =487 olupgrap= 48+24V14 fik agagidadir.

57 + 414 C 57+414




Bu cember AD ye ve diger cemberlere teget olmasina ragmen merkezini D ile birlestiren
dogru x eksenine dik degildir.

2. ‘\/a2+2ab p+aq‘=—\/a2+2ab p —aqolmasi durumu;

—va’+2abp-aq 2ab—ap
\2a? +2ab 2b+a

—2abV2a? + 2ab + (av2a? + 2ab — (2b + a)Va? + 2ab)p
q =
a(2b + a)

I ve IV Un esitliginden esitliginde

Olarak hesaplanir.

Burada —2abV2a? + 2ab = a ve aVv2a? + 2ab — (2b + a)Va? + 2ab = B diyelim

_a+pp

gq= olur. lll de r ve g nun bu degerler Ill de yerine yazilirsa,
a(2b+a)

2ab—ap 2ab-ap
2=(b+r)>—(p-h)’ = D+r—p)=| —— 2b-pr— —=
q°=(b+r)*~(p-b)*=(r+p)(2b+r-p) [ ob+a +pj( P bra j

( a+fBp T _(2ab+2bpj(4b(a+b)—2(a+b)pj

a(2b+a) 2b+a 2b+a
a’+2afp+ pp? 8ab’(a+b)—4ab(a+b)p+8b®(a+b)p—4ab(a+b)p?
a2(2b+a)2 - (2b+a)®
_ 8ab’(a+b)—4b(a+b)(a—2b) p—4b(a+b)p?
(2b+a)’

Burada 4b(a + b)(a — 2b) = t ve 4b(a + b) = z dersek
Yukarida @ = —2abVv2a? + 2ab den a? = 8a3b?(a + b) dir.
8a’v’(a+b)+2aBp+p°p? 8ab*(a+h)—tp

a’ 1
8a’h’(a+b)+2afp+ f°p° =8a’b’(a+b—a’tp—a’zp?

2
— 2P den

2
. 2
(@t +2aB)p = (-a’z— B*) p? denkleminden p=0veya p = %
Olarak bulunur. Burada p = 0 igin O3 Uin apsisi ile D noktasinin apsisi esit ve 0 dir. Yani D ve
Os noktalari y ekseni Gizerinde olup x eksenine dik oldugundan OsD dogrusu [BC] na diktir
1242
7

Yukaridaki 6érnekte p=0igin q =— olup sekil asagidaki gibidir.




_at+2ap nq- a’tp-a’za+ap’
—a’z-p? a(2b+a)(—azz—ﬂz)
Bu durumda a = —12\/5,,8 = 2v/2 — 7\/7,t = —240 ve z = 48 olur. Bu degerler yerine

—48+24\14  48-24\14 ve q- —8442+48\7 842487
—57+4/14  57-44/14 57+4J14  57-414

olur. Yukaridaki 6rnekte a=1 ve b=3 alinmisti.

yazilirsa p= olup grafik

asagidadir.




Bu sorunun ¢6ziimiinde goruldigu gibi ABD ikizkenar tggeninin [AD i1sinina, [BC] ve [DC]
capli cemberlere teget olmak lizere dort farkl cember vardir. Bunlardan iki tanesinin apsisi D
ile ayni olup D ile birlestirildiginde Ox eksenine dik olan dogru pargalari gizilmekte diger iki
¢emberin merkezleri d noktasi ile birlestirildiginde gizilen dogru pargalari Ox eksenine dik
omamaktadir. Problemn genel ¢6ziimiinlin sekli asagidadir.

4

)




Soru:

L 4 -

ABC licgeninde m(CAD)=94, m(ACD)=16, m(DCB)=34 ve m(BAD)=24 ise m(DAB)=x ka¢
derecedir.

Cozum.
ABC liggeninde verilenlere gére m(ABC)=12 dir. Trigo Ceva uygulayalim.
sin94. sinx.sin34 = sin24.sin(12 — x) .sinl6

1
3 [cos60 — cos128]sinx = 5 [cos8 — cos40]sin(12 — x)

1
Esinx — sin(—38) sinx = sin(12 — x) cos8 — sin(12 — x) cos40

Esinx + sin38sinx = sin(12 — x) cos8 — sin(12 — x) sin50
1 1
Esinx + > [cos(38 — x) — cos(38 + x)]
1 1
=3 [sin(20 — x) + sin(4 — x)] — > [cos(38 + x) — cos(62 — x)]

sinx + cos(38 — x) — cos(38 + x)
= sin(20 — x) + sin(4 — x) — cos(38 + x) + cos(62 — x)
sinx — sin(4 — x) = sin(20 — x) +cos(62 — x) — cos(38 — x)
sinx + sin(x —4) = sin(20 — x) + cos(62 — x) — cos(38 — x)
2 sin(x — 2) cos2 = sin(20 — x) — 2 sin(50 — x) sin12
Burada 2sin12sin48=sin18 esitliginden sin12 hesaplanir ve yerine yazilirsa

sinl8
2 sin(x — 2) cos2 = sin(20 — x) — sin(50 — x) —
sin48

2sin48cos2 sin(x — 2) = sin48sin(20 — x) — sin(50 — x) sin18

1 1
2sin48cos2 sin(x — 2) = 3 [cos28 + x) — cos(68 — x)] — 3 [cos(32 — x) — cos(68 — x)]

4sin48cos2 sin(x — 2) = cos(28 + x) — cos(68 — x) — cos(32 — x) + cos(68 — x)
4sin48cos2 sin(x — 2) = cos(28 + x) — cos(32 — x)
4sin48cos2 sin(x — 2) = —2sin30sin(x — 2)
4sin48cos2sin(x —2) +sin(x —2) =0
sin(x — 2) [4sin48cos2 + 1] = 0 vesin(x —2) = 0danx = 2
olur.



