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Ornek Problem - 1

Sinemada, yan vyana 3 koltukta oturan 3
arkadas, ara verildiginde kalkiyorlar.

Donliste, ayni 3 koltuga rastgele oturduklarina
go6re; hicbirinin ilk yerine oturmamasi olasilgi
kactir?

Ornek Problem - 2

Sinemada, yan vyana 6 koltukta oturan 6
arkadas, ara verildiginde kalkiyorlar.

Donliste, ayni 6 koltuga rastgele oturduklarina
gore;

a. Her birinin ilk yerine oturmasi olasihdi kagtir?

b. Hicbirinin ilk yerine oturmamasi olasilidi
kactir?

C. En az birinin ilk yerine oturmasi olasilidi
kactir?

d. Yalniz birinin ilk yerine oturmasi olasilii
kactir?

€. En az ikisinin ilk yerine oturmasi olasilig
kactir?

f. Yalniz ikisinin ilk yerine oturmasi olasiligi
kactir?

Ornek Problem - 3

A ve B torbalarinda 1'den 3'e kadar numarali
3’er bilye bulunmaktadir. Bilyeler birer birer
cekiliyor ve gekilen bilyeler torbalara konulmuyor.
Ayni sirada cekilen herhangi iki bilyenin ayni
numarali olmamasi olasiligi kagtir?
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Ornek Problem - 4

A ve B torbalarinda 1l'den 5'e kadar numarali
5'er kart bulunmaktadir. Kartlar birer birer
cekiliyor ve cgekilen kartlar torbalara konulmuyor.

a. Ayni sirada cekilen herhangi iki kartin ayni
numarali olmamasi olasiligi kagtir?

b. 4. cekiste ayni numarali kartlarin cekilmesi
olasihgi kactir?

C. Yalniz 2. gekiste ayni numaral kartlarin
cekilmesi olasihigi kactir?

d. 4. cekiste iki torbadan da 4 numaral kartla-
rin cekilmesi olasiligi kagtir?

e. 2. ve 4. cekiste ayni numarali kartlarin
cekilmesi olasihgi kactir?

f. Yalniz 2. ve 4. cekiste ayni numaral kartlarin
cekilmesi olasiligi kactir?
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Cozumler

Ornek Problem - 1

1. yol (icerme - dislama prensibi ile)
Kisiler a, b, c olsun.
Tam siralanmalarin sayisi Ny = 3! olur.

A\

a” nin kendi yerine oturdugu siralanmalarin
sayisi 2! dir. “a” kendi yerine oturdugunda “b”
icin 2 secenek; “b” bir yeri sectiginde de “c” igin 1
secenek kalacaktir.

Benzer sayimlar, “b”nin kendi yerine oturdugu
siralanmalar icin ve “c”nin kendi yerine oturdugu
siralanmalar igin de yapilacaktir.

Buna gore; en az birinin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi N; = C(3,1)-2! olur.

A\

a” ve “b” nin kendi yerine oturdugu siralanma-
larin sayisi 1! dir. “a” ve “b” kendi yerlerine
oturdugunda “c” igin yalniz bir segenek kalir.

"a” ile “c"nin ve “b” ile “c"nin kendi yerine
oturdugu siralanmalar icin de benzer sayimlar
yapilacaktir.

Buna gore; en az ikisinin kendi yerine oturdugu

siralanmalarin sayisi N, = C(3,2)-1! olur.

Burada; 2 kisi kendi yerine oturmusken 3.sl de
kendi yerine oturmus olacaktir. Ama; biz bu 3
kisiden sececedimiz her 2 kisi igin olusacak
siralanmalar ayrn ayr sayacadiz. Asadida, bu
sayimlarin dokimu incelendiginde, durum daha
iyi anlasilabilecektir.

“a”, “b” ve “c” nin kendi yerine oturdugu siralan-
malarin sayisi 0! dir. Her gl de kendi yerine
oturdugunda, kalan “0” eleman igin “0” secenek
kalacaktir.

Oyleyse; (cluniin de kendi vyerine oturdugu
siralanmalarin sayisi N3 = C(3,3)-0! olacaktir.
Buna gore; 3 kisiden higbirinin kendi vyerine
oturmadigi siralanmalarin sayisi,

N =Ny —N; +N; —Ns
=N=3-C3,1)-2+C(3,2)-1-C(3,3)-0!
=N=2

bulunur.

Bu son islemi sdzlerle soyle ifade edebiliriz:

Uc kisiden hicbirinin ilk yerinde oturmadi§i
siralanmalarin sayisi
= TUm siralanmalarin sayisi
- En az birinin ilk yerinde oturdugu siralanma-
larin sayisi
+ En az ikisinin ilk yerinde oturdugu siralan-
malarin sayisi
- Ucgtiniin de ilk yerinde oturdugu siralanma-
larin sayisi.
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Sozlinlt ettigimiz siralanmalarin neler oldugunu
ayr ayri gosterelim:

Uc kisiden hicbirinin ilk yerine oturmadi§i
siralanmalarin sayisi
= n{(a,b,c),(a,c,b),(b,a,c),(b,c,a),(c,a,b),(c,b,a)}
- n{(a,b,c),(a,c,b),(a,b,c),(c,b,a),(a,b,c),(b,a,c)}
+ n{(a,b,c),(a,b,c),(a,b,c)}
- n{(a,b,c)}

Koyu yazilmis harflere dikkat ediniz!

Yapilan islemler, tekrarlanmis sayimlari ayikla-
mak igindir.

Gergekten;

ilk siralanmalan (a,b,c) biciminde olan kisilerin,
kalktiktan sonra higbirinin kendi yerine oturma-
digi iki siralanma vardir:

(c,a,b) ve (b,c,a)

Istenen olay A, érnek uzayi E ise
A ={(b,c,a),(c,a,b)}, n(A)=2;

E={(a,b,c),(acb),(b,ac),(bca)(cab)cb,a)
ve n(E) =3! = n(E) =6 olup

p(A):% = P(A):% bulunur.

2. yol (Alt faktériyel kavramini kullanarak)

Bir sirada siralanmis n tane elemanin yerlerinden
ayrilip tekrar siralandiklarini disinelim.

Oyle ki; hicbiri ilk yerinde olmasin.

Bu tlir siralanmalara, bozuk diizen dagilimlari

diyecediz.
Bozuk dizen dadilimlarinin sayisini, “1. yol” da
oldugu gibi, icerme - dislama prensibi ile
bulabiliriz:

N=nk-C(n,1)-(n-1)+C(n,2)-(n-2)}...
+(-1)™ D . c(n,n-1)- 14 (-1)" - C(n,n) - 0!

n elemanin bozuk diizen dagihmlarinin sayisi olan
bu N sayisina, n'nin alt faktoriyeli denir. In ile
gosterilir.

Ifadedeki C(n,r) terimleri acilirsa,

n! n! n! n! n!
In=nl-—+_—-— —...+(—1)”-—l
n

11721 31 a1 !
olur. Esitligin sag yani n! parantezine alinirsa,

!n:n!{1—1+1—1+1—...+(—1)”~1}
o!r 11 21 31 4] n!

=In=nk ) *——

elde edilir.
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Demek ki;

n elemanin bir sirada dizilislerinin sayisi n!

(n'nin faktoriyeli);

dizili n elemanin yerlerinden ayrilip higbirinin ilk
yerine gelmedigi dizilislerin sayisi !n dir.

(n'nin alt faktoriyeli)

Problemimize dénelim:

Istenen olay A, érnek uzayi E ise
n(A) =13 ve n(E) = 3! olup
1

= P(A):% = P(A) == bulunur.

P(A) = |373 3

Ornek Problem - 2.a

6 kisi yan yana 6 koltuga 6! dedisik bicimde
siralanabilir. Bu siralanmalardan vyalniz birinde
herkes kendi yerine oturur.
Tum siralanmalarin es olumlu oldugu dusunilirse
E 6rnek uzayi es olumlu ve n(E) = 6! olur.
Herkesin kendi yerine oturdugu siralanmayi da A
olayi diye adlandirirsak n(A) =1 olur.
Ornegin; kisiler a, b, ¢, d, e, f ve ilk siralanma
(a,b,c,d,ef) ise A={(ab,c,d,e,f) dir.

n(A) 1

p(A):ﬁ = P(A):7—20 bulunur.

Ornek Problem - 2.b

1. yol (icerme - dislama prensibi ile)
Tam siralanmalarin sayisi Ny = 6! olur.

A\

a” nin kendi yerine oturdugu siralanmalarin
sayisi 5! dir.

Buna gobre; en az birinin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi N; = C(6,1)-5! olur.

A\

a” ve “b” nin kendi yerine oturdugu siralanma-
larin sayisi 4! dir.

Buna gore; en az ikisinin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi N, = C(6,2)-4! olur.

A\

“a”, “b” ve “c” nin kendi yerine oturdugu siralan-
malarin sayisi 3! dir.

Buna gore; en az Uglnin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi N3 = C(6,3)- 3! olur.

“a”, “b”, “c” ve “d” nin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi 2! dir.

Buna gore; en az doérdinin kendi yerine otur-
dugu siralanmalarin sayisi N4 = C(6,4)-2! olur.
“a”, “b”, “c”, “d” ve “e” nin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi 1! dir.

Muharrem $ahin

Buna gore; en az besinin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin sayisi Ns = C(6,5)-1! olur.

Hepsinin kendi yerine oturdugu siralanmalarin
sayisi 0! dir. Bu da; Ng = C(6,6)-0! olur.
Buna gore; 6 kisiden higbirinin kendi vyerine
oturmadigi siralanmalarin sayisi,
N =N —N; +N; — N3 + N, —Ng +Ng

=6!-C(6,1)-5+C(6,2)-4!1-C(6,3)- 3!

+C(6,4) -2-C(6,5)-1+C(6,6)-0!

=265

bulunur.

Istenen siralanmalarin kiimesi B,
tlm siralanmalarin kiimesi E ise
n(B) = 265 ve n(E) = 6! olup

pB) =252 = pE)->22 olur.
6! 144

2. yol (Alt faktériyel kavramini kullanarak)
Burada, istenen A olayl 6 elemanin bozuk diizen
siralanmalarinin  kiimesi; ©Ornek uzayr da 6
elemanin tim siralanmalarinin kiimesidir.
n(B) =16 ve n(E)=6! olup
16 265 53
= =

PB) = = P(B) =7 P(B) = = olur.

Ornek Problem - 2.c

“Ornek problem - 2.b” de, 6 kisiden en az birinin
kendi yerine oturdugu durumlarin sayisini
C(6,1)-5! olarak vermistik.

Bu “2.c” maddesini, “2.b” maddesinde ne demek
istedigimizi tam anlatabilmek igin koyduk.
C(6,1)-5! sayisinin icinde “a”nin kendi yerinde
oldugu tim siralanmalar, “b”nin kendi yerinde
oldugu tim siralanmalar, “c”nin, “*d”nin, “e"nin ve
“f’nin kendi yerinde oldugu tum siralanmalar
vardir. Dolayisiyla; ¢ok sayida tekrarlanmis sayim
sonuglari bu sayinin igindedir.

“2.b”de asil amacimiz, 6 kisiden higbirinin ilk

yerine oturmadigi siralanmalarin sayisini
bulmakti.  Ara islemlerdeki tekrarli sayimlar,
surdirilen  islemlerle giderilmis;  sonunda,

istedigimiz sayly! hatasiz elde edebilmistik.

“2.c” maddesinde bu sayidan yararlanacagiz.
Tim siralanmalarin sayisindan, bu 6 kisiden
higbirinin ilk yerine oturmadigi siralanmalarin
sayisini gikararak en az bir kisinin kendi yerine
oturdugu siralanmalarin sayisini bulacagiz:

6! -16
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6 kisiden en az birinin kendi yerine oturdugu
siralanmalarin  kiimesi C, tim siralanmalarin
kiimesi E ise n(C) =6!-16 ve n(E) =6! olup

6!-16 91
P(C)—T = P(C):m olur.

Ornek Problem - 2.d

“a’nin  kendi vyerine oturdugu, digerlerinin
higbirinin kendi yerine oturmadigi siralanmalarin
sayisini bulalim:

Bu sayl, 5 elemanin bozuk didzen dagihimlarinin
sayisi kadardir. 15

Bu saylyl, ister icerme-dislama prensibi ile
ister alt faktoriyelin tanimindan yararlanarak
kolayca bulabiliriz:

15=51-C(5,1)-4+C(5,2)-3-C(5,3) - 2!
+C(5,4)-1-C(5,5) 0!

=15=44
ya da,
n k
!n:n!~z(_1|)
k=0 k!
5 K
:!5:5!~z(_1) = 15=44
koo K!

6 kisiden vyalniz birinin ilk yerine oturdugu

siralanmalarin kiimesi D;

tim siralanmalarin kiimesi E ise

n(D) = C(6,1)-!'5 = n(D) =144 ve n(E) = 6! olup
264 11

P(D) = o1 = P(D) = 30 olur.

Ornek Problem - 2.e

6 kisinin en az ikisinin kendi yerlerine oturmadigi
siralanmalarin kiimesi K olsun. Tim
siralanmalarin kiimesinden, 6 kisinin higbirinin
kendi yerine oturmadidi siralanmalar ile 6 kisinin
yalniz birinin kendi yerine oturdugu siralanmalari
cikarirsak geriye K kiimesinin elemanlari kalir.
n(K)=6~16-C(6,1)-!5 = n(K) =191 ve n(E) = 6!
n(K) _ 191

olup P(K) = o5 = P(K) =220

bulunur.
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Ornek Problem - 2.f

A\

Yalniz “a” ve “b”"nin kendi yerlerine oturdugu
siralanmalarin sayisini bulalim:
Kalan 4 kisiden higbiri kendi yerine oturmayacadi
icin, yalniz “a” ve “b"nin kendi yerlerine oturdugu
siralanmalarin sayisi, 4 elemanin bozuk dizen
dadilimlarinin sayisi kadar olacaktir.
6 kisinin yalniz ikisinin kendi yerlerine oturdugu
siralanmalarin kiimesine F; tim siralanmalarin
kiimesine E diyelim.
n(F) = C(6,2) 14 = n(F) = 135 ve n(E) = 6!

n(F)

olup P(F) = ——

= P(F):i bulunur.
n(E) 16

Ornek Problem - 3

1. yol (Dogrudan hesaplama ydntemi)

1. cekiste farkli sayilarin gelmesi olasilidi 2/3 tur.
2. cekiste ilk gekiste gelenlerin tam tersi gelirse,
3. cekiste gelecek olanlar zorunlu olarak ayni
sayilar olur.

lde---—--- >(1,3)

2de—-————- >(3,1)

3de—————-— >(2,2) gibi.
Oyleyse; 2. cekiste ilk cekilenlerin tersi

gelmemelidir. Torbalarda 2'ser bilye kalmis
olacagindan, 2. cekiste ilk gekilenlerin tersinin

. s 11 1
gelmesi olasihigr =-= == olur.
2 2 4

Ilk cekiste farkh sayilar gelmis ise, 2. cekisten
Once iki torbadaki bilyelerden birer tanesi ayni
numaralidir. 2. gekiste bunlar da gelmemelidir.

2. cekiste ayni sayilarin gelmesi olasiligi da

11 1

~—.= == olur.

2 2 4

Oyleyse; 2. cekiste uygun sayilarin gelmesi

olasiligi 1—5—l _1 olacaktir.
4 4 2

Buna gore; Ug cekiste de farkli sayilarin gelmesi

s, 21 1
olasiigi =-= == bulunur.
32 3

2. yol (Bozuk diuzen dagilimi ydntemi)

Dogrudan hesaplama ydonteminde ne kadar
zorflandi@mizi gérdindz.  icerme - dislama
prensibi gibi bazi temel matematiksel dustnme
yontemlerinin de isimizi ne kadar
kolaylastiracagini simdi géreceksiniz.
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Torbalardan yapacadmiz cekislerle gelecek
sayilar (1,2,3), (1.3.2), (3.1.2),... gibi sralanma-
lar olusturacaktr. Bizim istedigimiz, B torbao-
sindan gelecek siralamalarn A forbasindan
gelecek sralamalarla bozuk duzen dagiimi
olusturmasidir.
Sayillar A torbasindan bir sira ile gelecek;
B torbasindan gelecek sayilar bunlarla bozuk
dUzende olacak.
Yani; 3 elemanin bozuk dizen dagilimi.
A'daki bir sralanma ile bozuk duzen dagilimi
olusturan, B'deki srralanmalarin kUmesi K ve
UM siralanmalarn kimesi E olsun.
n(K) =13 ve n(E) = 3!

13

olup P(K) ==

= P(K):l bulunur.
3! 3

Ornek Problem - 4.a

A'daki bir sralanma ile bozuk dizen dagilimi
olusturan, B'deki sralanmalarnn kUmesi A ve
UM siralanmalarin kimesi E olsun.
n(A) =15 ve n(E) = 5!

15 11

olup P(A) = T = P(A)= 30 bulunur.

Ornek Problem - 4.b

4. cekiste A torbasindan x cekilmis olsun. B'den

de x ¢cekilmesi olasilig é olur.

Ornek Problem - 4.c

2. cekiste A torbasindan “4" cekiimis olsun.
B'den de 2. cekiste 4'Un geldigi, diger doért
sayinin  A'dakiler ile bozuk dizen dagilimi
olusturdugu siralanmalar istenmektedir. Bu
siralanmalarnn kimesi C ve tUm siralanmalarin
kUmesi E olsun.

n(C) =C(5,1)-'4 ve n(E) = 5!

C(5,1)-14

olup P(C) = o

= P(C):g bulunur.
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Ornek Problem - 4.d

4. cekiste A torbasindan “4" cekilmesi olasiig

é ve B torbasindan da “4” gekilmesi olasiligi,

yine, é olup bunlarin birlikte gerceklesmesi

1 olur.

. 11
olasihgr =-= =
55 25

Ornek Problem - 4.e

A forbasindan 2. cekiste “x" ve 4. cekiste "y"
gelmis olsun. B forbasindan 2. cekiste “x”

A\

gelmesi olasilig é ve 4. cekiste “y” gelmesi

olasihgdi L olup bunlarin birlikte gerceklesmesi

N

s 11 1
olasihgr = .= =
54 20

Ornek Problem - 4.f

3 1

Yoruldum! ==
51 60



