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1.1 = Mantik Nedir?

Sézlugunizden, asadida verilen so6zclklerin
anlamlarini 6greniniz. So6zlige baktiktan sonra bu
sozcuklerin anlamlari ile ilgili dusinceleriniz
degisti mi?

Sozciklerin anlamlarn Gzerinde tartisiniz.

Cc. Tanim
f. Cikarim

a. Dogru
d. Kavram

b. Yanlis
e. Yargl

Mantik dogru yargilar yapmayi 6greten bilimdir.
Dogru yargilar, dogru dislince ve davranislara
temel olustururlar. Yargilarin aktarilmasinda en
onemli aracin sézclkler oldugu dikkate alinirsa,
kullanilan sézciklerin anlamlarinin iyi bilinmesinin
ne derece énemli oldugu anlasilir.

“Ali kalem kutusundaki kursun kalemlerden
37inii almis; uclarmmin acgik olmadigim goriince
kutuya geri koymustur.”

Yukarida anlatilanlarin dogru oldugunu varsaya-
rak, kutudaki kalemlerle ilgili asagidaki yargilarin
dogrulugunu tartisiniz.

a. Kutuda acik uglu kalem yoktur.

b. Kutuda acik uclu kalem vardir.

c. Kutuda, uglari acik olmayan kalemlerin sayisi
3'tdr.

d. Kutudaki kalemlerden en az 3’Unin uglari agik
degildir.

Eldeki yargilardan sonu¢ cikarma islemine
¢tkarmum  denir. Eldeki yargilara onciil adi
verilir. Ornegin;

“Calismayan siifim gecemez.
Yigit calisiyor.
O halde; Yigit sitnifim gecer.”

bir cikarvmdir. Bu cikarimda ilk iki yargi
onciil, son yarg: sonuctur.

Mantikta, citkarimlarin gecerliligini denetleme
(¢tkarimlarin dogru olup olmadigun belirleme)
yollarim 6greneceksiniz.
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Cikarimlarin gecerliligini denetleme yollarini bil-
mediginiz su anda, sizce asadidaki gikarimlardan
hangileri gecerlidir? Gegersiz bulduklarinizi hangi
gerekcelerle gegersiz sayiyorsunuz? Tartisiniz.

a. 3 ile 5 birer asal sayi olup toplami gifttir.
O halde, iki asal sayinin toplami cifttir.

b. Cift iki dodal sayinin carpimi cift olduguna
gore, tek iki dogal sayinin garpimi tektir.

c. Tanidigim her Rize’li iyi insandi.
Rize'liler iyi insanlardir.

d. Calisan kazanir.
Kazandiysa galismistir.

e. Unye’liler cdmerttir.
Ayse Unye'lidir.
Oyleyse, Ayse comerttir.
f. Unye'liler cémerttir.
I_\_lazll da coOmerttir.
Oyleyse, Nazli Unye’lidir.
g. Unye’liler cdmerttir.
Zeynep comert degildir.
Oyleyse, Zeynep Unye'li degildir.
h. Unye’liler comerttir.
Soner Unye’li degildir.
Oyleyse, Soner cémert degildir.

Dogru dislinme konusunda henliz bilimsel bir
birikiminizin olmamasina karsin, yukarida verilen
¢ikarimlardan hangilerinin gegerli, hangilerinin
gecersiz olduklarini bulmussunuz-dur. Demek ki,
dogru dusinme vyetenedi insanin dogasinda
vardir. Bununla birlikte dogru distiinmenin derli
toplu kurallarinin  konulmasinin gerektigini de
sezmissinizdir.

Iste mantik biliminde bu yapilir.

Mantik, dogru distinmenin - dogru cikarimlar
yapmanin, vyapilan c¢ikarimlarin  dogrulugunu
denetlemenin - kurallarini koyan bilim daldir.

Dodru duslinme yetenedi insanin dodasinda var
olduguna goére, dogru disliinme kurallarini ilk
insanlarin da uyguladiklarini soyleyebiliriz. Bu-
nunla birlikte, bu kurallari sistemli bir bicimde ilk
kez ortaya koyan - ya da derleyip toparlayan- ilk
Cad’in Yunan filozoflarindan Aristo’dur. Aristo,
sizin Etkinlik-1.3'te incelediginiz  tlrden
cikarimlari  konu edinmistir. O’nun  koydugu
kurallar batini ginimizde klasik mantik diye
bilinir.
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Mantik ve Dil

“Mantik” s6zctigl Arapga kokenli olup “konusma,
dile getirme” anlamina gelen “nutuk” s6zcliginden
tlretilmistir. Bu isim bile mantik ile dilin nasil siki
sikiya badh olduklarini  anlatmaya yeter.
Gergekten, dlslincelerin belirtiimesinde en 6nem-
li arag dildir. Bununla birlikte, yargilarin dogru
aktariimasini saglamada sozler zaman zaman
yetersiz kalabilir. Sozlerle belirtilen distinceler
sOzlerin sdylenis biciminden, sozciklere degisik
kisilerce  dedisik anlamlar ylklenmesinden
etkilenebilir.

Asadidaki ctimlelerin her biri iki anlama gele-
bilir. Gerekli degisiklikleri yaparak, bu ctimleleri
yalniz bir anlama gelen bigimlere dénistiriniz.

a. Bu gece gezintileri onu yordu.

b. Ipek iki kulplu tencere satin almis.
c. Ulki teyzesiyle oynasin.

d. Cocuk kitabi okuyor.

“Cahsirsan  kazamirsin.” clmlesini  6yle bir
vurgulama ile soyleyiniz ki, “Ancak calsirsan
kazamrsin.” anlamina gelsin.

Alper, “Temmuzda Bodrum’a veya Fethiyeye
gidecegim.” demisse, sizce asadidakilerden han-
gisini anlatmak istemistir?

a. “Temmuzda ya Bodrum’'a ya da Fethiyeye
gidecegim.”

b. “Temmuzda ya Bodrum’a ya Fethiye’ye ya da
hem Bodrum’a hem de Fethiyeye gidecegim.”

Ayni dili konusan insanlarin bile sozlerle aktari-
lan vyargilari nasil farkl algilayabilecedi ortada
iken bir de, bir dilde yapilan g¢ikarimlarin baska
bir dile cevrildigini distnintz. Soézcuklerin diger
dildeki tam karsiliklarini bulmada blylk sorunlar
yasanabilecektir. Oysa, cikarimlar dil ve kultir
farklihklarindan etkilenmemelidir. Bitlin bunlar,
yargilan acik ve kesin olarak aktaracak evrensel
bir dilin gerekliligini ortaya koymustur. Bu sorun,
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mantikta soOzciiklerin veya sozlerin yerine
sembollerin kullanilmasi ile g6zimlenmistir.

Aristo da zaman zaman sembol kullanmistir.
Ancak mantikta ve matematikte sembolik
evrensel bir dil olusturma gabalari Alman filozofu
G.W. Leibniz (1646-1716) ile baslar. Leibniz’in
calismalari buginkli bilgisayar biliminin de
temelini olusturur.

Matematiksel mantik veya sembolik mantik diye
de adlandirilan buglinkii modern mantigin
kuruculari, Leibniz'in actigi yolda calismalar
yapan Ingiliz matematikci ve mantik¢i G. Boole
(1815-1864) ile Alman matematikci ve mantikgi
G. Frege (1848-1925) dir.

Ingiliz filozof ve matematikgcileri A.N. Whitehead

(1861-1937) ve B. Russell (1972-1970) da
mantik bilimini gelistirerek tim matematigi
mantida indirgeyen calismalar yapmislardir.

Buglin sembolik mantik dodru dlsinmenin
bilimi olmasinin yaninda matematigin de dili
durumundadir.

Terim, Tanimsiz Terim

Asadidaki sozcliklerin gunlik dildeki anlamlari
ile matematikteki anlamlarini agiklayiniz.

a. Nokta b. Dogru c. Daire

d. Isin e. Kiup f. Kiime

Matematikte, glinliik konusma dilindeki anlamla-
rindan baska 6zel anlamlar ylklenerek kullanilan
sozcuklere 6rnekler veriniz.

Bir bilim dalinda, o bilim dalina 6zgii kavram-
lara ad olarak getirilmis sozciiklere veya sézlere
o bilim dalinin terimleri denir.

Bir terim gunlik konusma dilinden alinmis bir
s6zclik olabilecedi gibi, yalniz o bilim dalinda
gecerli bir anlami olan bir sbzcliik de olabilir.
Gunluk dildeki bir s6zcigin bir bilim dalinda bir
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kavrama karsilik getiriimesi, dogal olarak bu kav-
ramla o sb6zcugun anlami arasinda bir benzerlik
kurulmasi sonucu olur. Matematikteki nokta ile
“bilet satis noktasi’ndaki noktayl; matematikteki
Isin ile “ws1ik 1sinlari”ndaki 1sin1 distniintiz. Ayni
benzerlikler kurularak, bir bilim dalinda anlami
olan bir terim de zamanla gulnlik dilde kullanilan
bir s6zcik durumuna gelebilir.

Bir terimin anlaminin acgiklanmasina o terimin
tanimlanmasi denir. Bir terimi tanimlamak igin
baska terimleri kullaniriz. Ornedin; matematikte
“ac1” terimi, “Baslangi¢ noktalari aym olan iki
istmin - birlesimidir.” bigciminde tanmimlanir. Bu
tanimda gegen “nokta”, “isin”, “birlesim” terimleri
Onceden tanimlanmis olmaldir. Burada karsimiza
bir sorun gikar. Her terimi tanimlanmis terimlerle
tanimlamaya kalkisirsak, elimizde tanimlanmis
terim kalmaz. Bu ylizden bazi temel kavramlari
tanimsiz  terimlerle adlandirma  zorunlulugu
vardir. Tanimsiz olarak alinan terimler, sozler
veya sekillerle mumkin oldugu kadar aciklanir;
bunlarin algilanmasi sezgiye birakilir.

Nokta, dogru, diizlem, kiime, degisken,
esitlik terimleri matematikteki tanimsiz terimler-
den bazilaridir.

1.2 - Onermeler Manhgi

1.2.1 - Onermenin Tanimi

Asadidaki ifadelerden hangileri icin dogru,
hangileri icin yanlis diyebilirsiniz?

a. Iki kere iki dort etmez.

b. 1 ile 3'Un toplami 5ten kiguktur.
C. 3:4-2=6

d. Kitap en iyi arkadastir.

e. Zeynep cok akilhdir.

f. Bu sarki harika.

g. Kag yasindasin?

h. Glnaydin.

Ders calisirken masanizda bir soézlik bulun-
durunuz.

j. So6zlik ve ansiklopedi kullanmaniz, calisma-
nizin verimliligini arttirir.
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Dogru ya da yanhs bir yarg: (hiikiim) bildiren
ifadeye 6nerme denir.

Ornedin;
“Kizihrmak Karadeniz’e dokiiliir.”;
A\Y 2 + 3 — 7 n”

ifadeleri birer ©nermedir. Bunlardan birincisi
dodru, ikincisi yanlis bir yargi bildirir.

+ Onermeler p, q, T,
gosterilirler.

. gibi kuguk harflerle

+ Dogru ve yanlis nitelemelerine 6nermenin
dogruluk degerleri adi verilir.

Bir 6nermenin dogru olmasi durumu D harfi
ya da 1 rakami ile; yanhs olmasi durumu Y
harfi ya da 0 rakami ile belirtilir.

Onermelerin dogruluk dederlerinin gésterildigi
tabloya dogruluk tablosu denir.

+ p dogru bir 6nermeyi, q yanhs bir 6nermeyi, r
dogrulugu ya da vyanlishgi belirtiimeyen bir
Onermeyi gosteriyorsa, bunlarin  dogruluk
tablolar asagidaki gibi olur.

yada;yada;yada
0]

+ Dodruluk dederleri belirtiimeyen p
ve q gibi iki 6nermeden p dogru iken
g dogru ya da yanhs; p yanhs iken q
yine dogru ya da yanhs olabilir. O
halde, iki onermenin birlikte dogru-
luk dederleri yandaki gibidir.

ool |—|T
oO|l~r|O|~|Q

a. Uc énermenin dogruluk degerleri kag¢ degisik
durumda olabilir? Bu durumlari dogruluk tablo-
sunda gosteriniz.

b. Dort 6nermenin dogruluk degerleri kag degi-
sik durumda olabilir? Bu durumlar dogruluk tab-
losunda gdsteriniz.

c. n 6nermenin dogruluk dederleri kag degisik
durumda olabilir?
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+ Bazi o6nermelerin dogruluk dederi belli bir
yorumlama yapilmazsa belirsizdir. Ornegin,
“Ali Can’dan uzun boyludur.” 6nermesine ilk

bakista “dogrudur” ya da “yanhstir” dene-

mez. Ancak Ali ile Can’in boylan belirtilirse bu

onerme dogruluk dederi kazanir.

Bir énermenin dogruluk dederinin belirlenmesi
icin ek bilgilerin verilmesi islemine anlam be-
lirlemesi veya yorumlama denir. Bu durum-
da 6nerme tanimini genisleterek asagidaki gibi
yapariz:

“Belli bir yorumlama ile bir dogruluk degeri
kazanan ifadelere o6nerme denir.”

+ Polonyal bilgin Mikolaj Kopernik (1473-1543)
16. ylzyilda,

“Diinya, Giines’in etrafinda doniiyor.”

demistir. O glinlerde birkag kisi bu 6nermeyi
dogru diye nitelerken, bunlarin disindaki
herkes yanhs diye niteliyordu.

Bir s6zin kimilerince dogru, kimilerince yanls
sayllmasi, o sozlin 6nerme olup olmadigini
belirlemek igin bir oOlglit dedildir. Dlnya,
Glnes’in etrafinda ya donldyordur ya da
donmiyordur. Kopernik'in s6zli ya dogrudur ya
da yanhstir. Oyleyse bu sz bir 6nermedir.

Bazi 6nermelerin dogruluk degerini belirlemek
icin gozlemler ve deneyler yapmak gereke-
bilir.

#+ Bir s6zlin 6nerme olmasi i¢gin nesnel bir yargi
tasimasi gerekir. Ornegin;

“Aysegiil’ii seviyorum.”

r

tirinden 6znel bir yarg! tasiyan séze “dogru”
ya da “yanlis” diyemezsiniz.

+ “Alimin cahsirsa simifim gececegi dogru ve
Ali'nin stmifim gectigi dogru ise Ali cahsmstir.”

tlriinden bir 6nermenin dogruluk degeri bir
mantik hesabi ile belirlenir. Bunu ilerdeki
sayfalarimizda yapacadiz.

+ “Son peygamber Hz. Muhammet'tir.”.

Onermesini muslimanlar dodru, misliman
olmayanlar yanlis kabul eder.

“20. ytizyain en biiyiik devlet adam K.
Atatiirk’tiir.”

Onermesi de ayni tirden bir 6nermedir.
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Ancak; mantik biliminin dil, din, klltir ve irk
farklilklarindan etkilenmemesi gerektigi diisu-
ndlirse, bu tir 6nermelerin mantikta ele alin-
mayacad! anlasilir. Mantikta inceleyecedimiz
onermeler, dogruluk dederi lzerinde herkesin
birlestigi 6nermeler olacaktir.

Bir Onermenin Olumsuzu

Bir onermenin bildirdigi yarginin yerine bunun
olumsuzunun konulmaswla elde edilen 6nermeye
ilk 6nermenin olumsuzu (degili) denir.

+ p Onermesinin olumsuzu p’ ile plp
gosterilir. 1
p dogru ise p’ yanls; p yanls ise 01

p’ dogrudur.

Ornekleri inceleyiniz:

p : 15 asal sayidir. (0)
p’ : 15 asal sayi dedildir. (1)
g : Unye Karadeniz bélgesindedir. (1)
g : Unye Karadeniz bélgesinde degildir. (0)
r :23+4=27 (1)
r' 234+ 4 =27 (0)
t : Her kus ucar. (0)*

t’ : Her kusun ugtugu dogru degildir. (1)

(*) "Her kus ucar.” énermesi ile bunun olumsuzunu
niceleyiciler mantigi bélimiinde yeniden ele alacagiz.

iki 6nermenin denkligi

Dogruluk degerleri ayni olan iki 6nermeye denk
onermeler denir.

p Onermesi g Onermesine denk ise p=gq
biciminde; dedilse p # q biciminde gosterilir.
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Ornegin; p, q, r, s 6nermeleri

p: Ay Dinya’dan kaguktar. (1)
q: 2+3=5 (0)
r : Bir hafta 7 gtindur. (1)

s: Ankara bir baskent degildir.  (0)
olarak verilirse,

p=q, gq=s ve p=q olur.

Etkinlik-1.9'da verilen ifadelerden hangileri
onermedir? Onerme olanlarin olumsuzlarini
yaziniz.

Asadida verilen ifadelerden hangileri 6nermedir?
Onerme olanlarin olumsuzlarini yaziniz. Denk
olan 6énermeler varsa belirtiniz.

Her guin st icerim.

. Yarin Istanbul’a kar yagacak.
Terimlerin tanimlarini 6grenmeliyim.
. Besiktas Ankara’nin ilgesidir.

Cc+0, —Co,

Bu problem béyle mi ¢ozultr?

. 12622.3%.7

. Fatih Sultan Mehmet ceylan eti yedi.

SQ "0 Q0T Y

Meltem derslerini dikkatle izlemelidir.

Alper cok akilhdir.
Erol diin okula gitmemis.

= &

62 + 82 = 10? oldugu dogru degildir.
. Murat’in bagkan olmasini éneriyorum.
. Murat’in baskan olmasini 6nerdim.
Bu etkinlikteki her 6nerme yanlistir.

T 0 3 3

. Bu etkinlikteki her 6nerme dogrudur.

Bir 6nermenin olumsuzunun plp (p’)/
olumsuzu kendisine denktir.
1
Ya/ndaki tabloyu tamamlayarak 0
(p’) = p oldugunu gosteriniz.

Onerme olan ve dénerme olmayan ifadeler yaziniz.
Bunlardan 6nerme olanlarinin olumsuzlarini da
yaziniz.
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1.2.2 - Bilesik onermeler

Asadidaki onermeleri inceleyiniz. Bu 6nermeleri
daha basit 6nermelere ayirabiliyor musunuz?
a. Alper ve Murat mudurle gorusta.
Alper ile Murat mudirle gorusta.
Alper veya Murat midurle goristu.

- N -

. Alper mudirle goéristli ise Murat da goris-
mustar.

e. Ancak ve ancak Alper midirle goristl ise
Murat da gorismdistdr.

f. Alper’in mudurle goristigi dogru degildir.

Bir veya daha fazla énermeden yeni 6nermeler
elde etmek icin kullamilan ve, veya, ise, degil,
ancak ve ancak ... ise gibi sozciik ya da sézciik
gruplarina 6nerme eklemi denir.

Glnlik dilde onerme eklemi olarak kullanilan
sOzcikler genellikle gok anlamh oldugu gibi, ayni
eklem icin farkh so6zclkler de kullanilir. Bu
durumdan dogabilecek ¢ok anlamhhdi 6nlemek
icin mantikta 6nerme eklemi olarak tek anlamli
0zel semboller kullanilir.

Mantikta Tanim-1.5te verilenlerden baska
onerme eklemleri de kullanilir. Ancak matematik-
te burada verilenler yeterli olacadi icin biz sadece
bu eklemlerden s6z edecegiz.

Onerme eklemleri kullanilarak elde edilen yeni
onermelere bilesik onermeler; bir bilesik oner-
meyi olusturan oénermelere de bu bilesik 6nermenin
bilesenleri denir. Bilesenlerine ayrilamayan
onermelere basit 6nermeler adi verilir.

Ornegin,

“Arda evde degildir.”;

“Arda ve Yiiksel evdedirler.”;
“Arda veya Yiiksel evdedirler”;
“Arda evde ise Yiiksel evdedir.”;

“Ancak ve ancak Arda evde ise Yiiksel
evdedir.”;

(UIEDFWEN I |
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Onermeleri birer bilesik 6nermedir. Bu bilesik
onermeleri olusturan,

p: “Arda evdedir.” ile

q: “Yiiksel evdedir.”

onermeleri birer basit 6nermedir.

Mantikta ve eklemi yerine “A” semboli; veya
eklemi yerine “v"” semboll kullanilir. Buna gore,

£l 6nermesi p A q bigiminde;

E] 6nermesi p v q bigiminde gésterilir.

E onermesinin  p’
biliyorsunuz.

biciminde gosterildigini

7l ve § 6nermelerini kosullu 6nermeler basligi
altinda inceleyecegiz.

Bilesik onermelerin dogruluk degerleri

Mantikta; “v” ve “A"” eklemlerine, hemen hemen
gunlik dildeki anlamlari yiklenerek, pvq ve
pAq Onermelerinin asadida verilen dogruluk
dederleri aksiyom olarak alinmistir.

Dogru olarak kabul edilen 6nermeye aksiyom;
dogru bir yargilama ile dogrulugunun gésterilmesi
gereken Onermeye teorem denildigini simdiden
soyleyelim.

Aksiyom - 1.1

p ve q birer onerme, N\ 6nerme eklemi olduguna

gore pAaq onermesinin dogruluk tablosu
asagidaki gibidir.

plalprq q

1|1 1 Al1l|O

1/0| O pl1/{1|0

o1 O 0|0]|0

0/0| O

Tabloda gorildagu gibi; p Ag 6nermesi bilesen-
lerinin her ikisi de dodgru iken dodru, dider
durumlarda yanhstir.
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Aksiyom - 1.2

p ve q birer onerme, V 6nerme eklemi olduguna

gore pvq onermesinin dogruluk tablosu
asagidaki gibidir.

plalpvq q

1|1 1 v| 1|0

1o 1 pl1]1]1

0|1 1 0|1]|0

0/0| O

Tabloda gorildagu gibi; pv g 6nermesi bilesen-
lerinin her ikisi de vyanlis iken yanhs, diger
durumlarda dogrudur.

“V" ve “A" islemlerinin ozelikleri

a ve b gibi iki say! arasina “+” isareti koyarak
a+b sayisini elde ederiz. Burada “+” isareti
toplama islemini “a+b " de toplami gésterir.

p ve g gibi iki énermeden O6nerme eklemleri
kullanarak bir bilesik 6nerme elde etme eylemi de
bir islem yapmadir.

Bu yaklasimla;

= “A” semboli ile gosterilen isleme
kesisme islemi,
p A q Onermesine kesigsim;

= “v” semboll ile gosterilen isleme
birlesme islemi,
p Vv q 6nermesine birlesim;

= (.) sembolii ile gbsterilen isleme
degilleme islemi,
(..)) dnermesine ... nin degili denir.

Biz kesisme islemine kisaca “A islemi”,
birlesme islemine “v islemi” diyecegiz.
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Tek kuvvet ozeligi

p bir onerme olduguna gore, asagidaki
denklikler gecerlidir.

a.pAp=p (N isleminin tek kuvvet 6zeligi)
b.pvp=p (V isleminin tek kuvvet 6zeligi)
a. Yandaki dogruluk tablosunu plplprp

tamamlayarak pAp =p
oldugunu gosteriniz.

[y
[y

b. Dogruluk tablosu yardimiyla pvp =p
oldugunu gosteriniz.

Degisme ozeligi

p ile q birer onerme olduguna gore, asagidaki
denklikler gecerlidir.
a.prq=qAp (N'nin degisme ozeligi)

b.pvg=qvp (v'min dedisme ozeligi)

a. Yandaki dogruluk
tablosunu
tamamlayarak
pvq=qVvp oldugunu
gosteriniz.

pPvVq|qvp

oOlOo|—|H|T
ol |O|—|Qa

b. Dogruluk tablosu
yardimiyla pAq=qAp oldudunu gosteriniz.

Birlesme ozeligi

P, q ve r birer 6nerme olduguna gore, asagidaki
denklikler gecerlidir.

a.pA(QAr)=(PAQ)AF  (Anin birlesme dzeligi)
b.pv(qvr)=(pvq)Vvr (Vnmnbirlesme ozeligi)

Muharrem $ahin

a. Asadidaki dodruluk tablosunu tamamlayarak
pv(qvr)=(pvq)Vvr oldugunu gosteriniz.

Plalr|pvalqVvr|pv(qVvr)|(pvaq)Vr
1111
1{1]|0
1/0]|1
1{ofo
O|1]1
ol1]o
olof1
ololo

b. Dogruluk tablosu yardimiyla
PA(QATF)=(pAQg)Ar oldugunu gosteriniz.

+ Teorem-1.3'e dayanilarak, art arda A islem-
leri ile art arda Vv islemleri arasindaki
parantezler atilabilir:

PA(QAT)=pAQAT ve
(pva)vr=pvqvr gibi.

+ “A” ve “Vv” iglemlerinin hem dedisme hem de
birlesme 6zelikleri oldugundan, asadidaki
denklikler gegerlidir:

FlpAGQAT=pATAG=QAPAT=TFAPAG=...
Fpvqvr=pvrvg=qvpvr=rvpvg=...

Dagilma ozeligi

P, q ve r birer 6nerme olduguna gore, asagidaki
denklikler gecerlidir.

a.pr(@vr)=(pArq)v(pAr)

(N'nin V lizerine soldan dagilma é6zeligi)
b.pv(grr)=(pva)A(pVr)

(V'min A lizerine soldan dagilma é6zeligi)
c. prq)vr=(pVvr)A(qVr)

(V'min A lizerine soldan dagilma é6zeligi)

d. (pvgAr=(pAr)v(qAr)
(N'nin V lizerine soldan dagilma é6zeligi)
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Dogruluk tablosu yardimiyla,

a. pv(gar)=(pvaq)A(pVr)
oldugunu gosteriniz.

b. pA(qvr)=(pAq)V(PATF)
oldugunu gosteriniz.

Kesisim ve birlesimin degilleri

De Morgan Teoremi
p ile q birer onerme olduguna gore asagidaki
denklikler gecerlidir.
a. (p/\q)/ =p'vq
!/
b. pvq) =p'Aq

a. Asaéld/aki dogruluk tablosunu tamamlayarak

(pva) =p'Aq" oldugunu gosteriniz.

p'ld|pvalipva)] pPra

oOlOo|—|H|T
ol |O|~|Qa

b. Dogruluk tablosu yardimiyla (p A q)/ =p'vq
oldugunu gosteriniz.

“1” dogru bir 6nermeyi,
“0” yanlis bir 6nermeyi,
“p” bir 6nermeyi gosterdigine gore;

asagdidaki denklikleri dogruluk tablosu yardimiyla
gosteriniz.

a.pAl=p b. pA0=0 c. pvli=1
d. pv0O=p e.pvp =1 f.pAp =0
g. pvp=p h. pAp=p

Muharrem $ahin

Ornek - 1.1
pVvq v q Ar ' = 0 olduguna gore,
(pva)

!
pA(anr)

s= (p/\q’)/\(p’vq’)' v

onermesinin dogruluk dederini bulunuz.

Cozim
(pv q)/ V(g'A r)/ =0 ise
(pv q)/ =0 ve (d'A r)/ =0 olur.
Bu denkliklerden
pvg=1 ve g Ar=1 oldugu;
bunlardan da,
p=1,9=0, r=1 oldugu bulunur.

Bu dogruluk degerleri s 6nermesinde yerlerine

konulursa;
!

55[(1/\0’)/\(1’v0’)], \/[1/\(0/\”,‘
N 55[(1/\1)/\(0v1)/‘v[1/\0/]/

= 55(1/\1/)v(1/\1)/
=s=(1A0)vY
=s=0Vv0

= s=0 bulunur.

“=" isareti ise anlaminda kullanilmistir.)

Ornek - 1.2
p'nin dogru bir 6nerme oldugu bilindigine gore,
s=|pAd)A (P V)| vpAa(gar)
Onermesini en sade bigimde yaziniz.
Cozim
p =1 dederini s 6nermesinde yerlerine koyarsak;
s=[1rd)A(0vd)|v[IA(qar)
=s=(qdAq)V(qAr)
=s=qg Vv(qAr)
=s=(qvagn(qdvr)
=s=1A(qVr)

(tek kuvvet ozeligi)

(dagilma ozeligt)

= s=q vr bulunur.
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Ornek - 1.3
Asadidaki denkliklerin dogrulugunu gosteriniz.
a.pA(pva)=p
b.(pAg)va=q
c.[p'rgvpjrd =prd

Cozim

Verilen denkliklerin dogrulugu, dogruluk tablo-
lari ile gosterilebilir. Bunu siz yapiniz.

Biz islemlerin 6zeliklerinden yararlanacagiz :

a.pA(pva)=(pAap)V(pAq) (dagilma 6zeligi)
=pA(pva) =pVv(pAq)

elde edilir.

(tek kuvvet ozeligi)

pV(pAq) 6nermesinde dagiima 6zeligi bir kere
daha kullanilirsa yeniden p A (p v q) elde edilir. Bir
kisir dongliye girilmis olur. Baska bir yol
dasitnelim.

p = p v 0 denkligini kullanalim:
pva)=(pVvO0)A(pVva)

PA(
=pAa(pva)=pVv(0AQq) (dagilma 6zeligi)
=pA(pvag =pVvo0
= pA(pvg)=p bulunur.
b. pArg)va=(pAq)Vv(qal) (a=qn1l)
= (pAgva=(pArq)V(lAq) (degisme ozeligi)
= (pAgva=(pvl)aq (dagilma 6zeligi)
= (pAgQva=1Ag
= (PAQ)vg=q bulunur.
c. s=|(p'rq)Vvp|Aq diyelim.
=s=|p'vp)r(qvp)|rd (dagilma ézeligi)
= s=[1A(qvp)|Aq
=s=(qvp)rqd
=s=(qAq)Vv(pArd) (dagilma 6zeligi)
=s=0V(pAQ)
= s=pAq bulunur.

Ornek - 1.4

!
p'A(d A r)' V(pv q’)'

Onermesini en sade bigimde yaziniz.

S =

Muharrem $ahin

Cozim

s:[p’A(q’Ar)'IV(pvq’)'
- 5= [p V(g A r)] v(p' Aq) (De Morgan Teoremi)
= s=pv(q Ar)v(p'Aq) (birlesme oOzeligi)
=s=(qdAr)vpVv(p'Arq) (degisme ozeligi)
= s=(aAr)vipvp)rlpva)  (dagilma izeligi)
=s=(q Ar)v[LA(pVa)
= s= (q’/\r) (pva)
- s= [(q’ AT)V q] vp  (birlesme ve degisme ézeligi)
=s=[qva)a(rva)vp (dagilma ézeligi)
=s=[1A(rva)|vp
=s=rvqvp elde edilir.

Onerme islemlerinin 6zeliklerinden yararlanarak,
asadgida verilen onermelere denk olan en sade
onermeleri bulunuz. Dogruluk tablosu yardimiyla,
buldugunuz denkliklerin dogrulugunu gosteriniz.

b. pA(gAP)
d. (pva)rqd
f. (pra)v(pAd)

a. (pvqvp
c. (prgjvg
e. (pva)A(p'va)

(pVva)A(q vr) dogru bir 6nerme olduguna gére,
p vr 6nermesinin dogruluk degerini bulunuz.

(pAg)vg =1 ise, p’Aq 6nermesinin dogruluk
dederini bulunuz.
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1.2.3 — Kosullu 6nermeler

A okulu ile B okulu futbol magI yapacaklardir. A
takimindaki Volkan’in, sakathdi nedeniyle mag
kadrosuna girmesi siphelidir. A okulundan Sezen
arkadagslarina, “Volkan oynarsa, mact kazaniriz.”
diyor.

Bu onermenin, “Volkan oynayacak ise maci
kazanacagiz.“ anlamina geldigine dikkat ediniz.

a. Sezen'in sozl, “Macgt kazanmamizin tek yolu
Volkann oynamasidir.“ anlamina mi gelir?
Tartisiniz.

b. Mag oynanip bittiginde; Volkan oynamis ve
magi A takimi kazanmis ise Sezen'in sozl
dogrulanmis olur mu?

c. Volkan oynamis ve magi A takimi kazanama-
mis ise Sezen'in s6zl dogrulanmis olur mu?

d. Volkan oynamamis ve magi A takimi kazanmis
ise Sezen'in s6zi yanhs mi olur?

e. Volkan oynamamis ve magl A takimi kazana-
mamis ise Sezen'in s6zi yanlis mi olur?

f. “Volkan oynarsa A takimi maci kazamr.“ 6ner-
mesini, “Volkan oynayacak® bilesenini p ile;
“A takimi: magt kazanacak.” bilesenini q ile;
ise eklemini “=" semboll ile gostererek
P = q biciminde sembollestirebiliriz.
Tartismalarinizin  sonuglarina goére, p=q
onermesinin dogruluk dederlerini asadidaki
tablolara yerlestiriniz.

P 9aP=1q q
1)1 =10
1(0 pll
01 0
0|0

verilen ise sozciigii ile birlestirilmesiyle elde
edilen bilesik 6nermeye kosullu onerme denir.

+ p ise q Onermesi p = q bigiminde goésterilir.
P = q 6nermesinde:
= p bilesenine hipotez;
= q bilesenine hiikiim

Muharrem $ahin

adi verilir. Hipotez hikmin yeterli kosulu;
hikim hipotezin gerekli kosuludur.

Buna gore, p = q 6nermesi,

= “gicin p yeterlidir.” ya da
= “picin q gereklidir.”

bicimlerinde de ifade edilebilir.
Ornegin,
= “Erolun calismast smifint gecmesi icin
yeterlidir.”

= “Erol cahsirsa
gereklidir.”

sufuu gecmesi

Onermeleri ayni anlami tasir.

“Erol cahsirsa stmifimt gecer.” 6nermesi, Erol’un
sinifini gegmesi icin tek yolun galismasi oldugu-
nu bildirmez. “Erol calismaz ama baska yollarla
da sinifini gegebilir.™ anlamini sakli tutar.

Mantikta, p=q Onermesinin asadida verilen
dogruluk dederleri aksiyom olarak alinmistir.

Aksiyom - 1.3

p ve q birer onerme, = énerme eklemi olduguna

gore p=q onermesinin dogruluk tablosu
asagidaki gibidir.

plalp=q q

1|1 1 =10

1(0 0 pi1|1|0

0|1 1 0o(1]1

0|0 1

Tabloda goérildiglu gibi; p = q 6nermesi p'nin
dogru ve g’nun yanls olmasi durumunda yanlis;
diger durumlarda dogrudur.

Asadidaki  6nermelerin  dodrulugunu  nasil

aciklarsiniz?

a. Paris Amerika‘da ise Ankara Turkiye'dedir.
b. Aristo Tlrk ise ben otobusim.
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p : Erol galisacak.
g : Erol sinifini gegecek.

Onermeleri veriliyor.
Buna gore, asagidaki 6nermeleri sembollestiriniz.

Erol galisirsa sinifini geger.

Erol galismaz veya sinifini geger.

Erol calismazsa sinifini gegemez.

Erol sinifini gececekse calisacaktir.

Erol sinifini gegmeyecekse calismayacaktir.

m0 Q0T O

Erol calisacak ve sinifini gegemeyecektir.

p : Sulama yapilacak.
g : Uriin bol olacak.

Onermeleri veriliyor.
Buna gore, asagidaki dnermeleri sozle ifade ediniz.
a.p=g

b. g=p c.pi=d

d.d=p e.p'vq f.pAnq

= isleminin ozelikleri

p ile q birer 6nerme olduguna gére,
P=q=p'Vvq
denkligi gecerlidir.

p = g Onermesinin p’Vv g bigiminde gdsterilme-
sine, p = q onermesinin indirgenmesi denir.

Ornegin ;
“Hastalamirsam doktora giderim.” 6nermesi,

“Hastalanmam veya doktora giderim.” 6nermesi
ile ayni anlami tasir.

Dogruluk tablosu kullanarak,
P=q=p'Vvq

oldugunu gosteriniz.

Muharrem $ahin

E q=p oOnermesine p = q nun karsiti;
E p' = q oOnermesine p = q nun tersi;

E q = p’ oOnermesine p = q nun karsit tersi
denir.

Ornegin,

“Yagmur yagms ise camasirlar islanmistir.”
Onermesinin karsiti,

“Camagirlar islanmissa yagmur yagnustir.”;
tersi,

“Yagmur yagmamus ise camasirlar islanmanustir.”;
karsit tersi,

“Camasrlar islanmanussa yagmur yagmanustir.”

onermeleridir.

p ile q birer 6nerme olduguna gére,
P=aqa=q =p
denkligi gecerlidir.

Pp=a=4q = p denkliginin dogrulugunu hem
islem Ozeliklerinden hem de dogruluk tablosundan
yararlanarak gosteriniz.

Hem dogruluk tablosundan hem de islem 6zelik-
lerinden yararlanarak asagidaki denkliklerin dog-
rulugunu gosteriniz.

a.p=p=1 b.p=p'=p c.p=1=1

d.p=0=p e.l=p=p f.0=p=1
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Kosullu 6nermenin olumsuzu

p = q Onermesinin olumsuzu,
p=qg=p'Vvq (Teorem—1.6)
denkliginden yararlanilarak bulunabilir:
p=q=p'Vvqg
= (p=q =(va)
= (p= q)/ =pArq elde edilir.
Ornegin,
“Para kazamrsam tatile giderim.”

onermesinin olumsuzu

“Para kazanmrim ve tatile gitmem.” olur.

= isleminin dagilima ozeligi

= isleminin A ve Vv islemleri Gzerine soldan
dadilma 6zeligi vardir.

P, q ve r birer 6nerme olduguna gore, asagidaki
denklikler gecerlidir.

a. p=(qArr)=(p=q)A(p=r)
b. p=(qvr)=(p=q)v(p=r)

Teorem-1.8'i olusturan o&nermelerin dogru
oldugunu hem islem oOzeliklerinden hem de
dogruluk tablosundan yararlanarak gosteriniz.

Ornek -1.5
P=(qvr)=(pAq)=r
oldugunu gosteriniz.

Cozim

p=(qvr)=p Vv(qVr)
z(p/\q/)/\/r
=(prq)=r

Muharrem $ahin

Ornek - 1.6
(p’Ag)= (r=d)=0 olduguna gore,

s=[p= q)/\r]l =|(pra)vr]
onermesinin dogruluk dederini bulunuz.

Cozim
(P’AQ)=(r=q)=0 ise
pPAg=1 ve r= g =0 olmaldir.

Bunagore; p=0, gq=1, r=1 olur.
Bu dederler s'de yerlerine konursa,

= s=[0=1)a1] = [0A1)v]]

= s=(1Ar1) = (0v1)
=s=1=1
=s=0=1

= s=1 bulunur.

Ornek - 1.7

lp=(qvr)|=(s=p)=0 olduguna gore,
t=|(r=p)=(q=p)|v(qAr) dnermesini
en sade bigimde yaziniz.

Cozim
p=(qvr)|=(s=p)=0 ise

p=(qvr)=1 ve s=p=0 olmaldr.

Bu denklikler p=0 ve s=1 iken sadlanir. g
ile r'nin dederleri bulunamaz.

t 6nermesinde p = 0 dederini yerine koyarsak,

tz[(r:BO):s(q:sO)]v(q/\r)
=t=("=4d)v(qar)
=t=rvqVv(qar)
=t=rv|dva)r(qvr)
=t=rv[in(qvr)

(='nin indirgenmest)

(dagilma ozeligt)

=t=rvqgvr
=t=qvr (degisme ve tek kuvvet ozeligi)

elde edilir.

Ornek - 1.8

s=|p=aq)=r/vp=r)
Onermesini en sade bigimde yaziniz.
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E[p:»q =rlv(p=r)

s=|p'Vv q = r] p v r) (='nin indirgenmest)

= s= ( ) vrvp'vr (='nin indirgenmesi)
=s=(pAq)vp Vr (DeMorgan,degisme,tek kuvvet)
=s=|pvp)a(dvp)|vr

=s=[1a(p'vd) vr

(dagilma ozeligt)

=s=p'vqvr elde edilir.

(Pvd)=(qvr)=0 olduuna gére,
(P=a)=avr)=p/]

onermesinin dogruluk dederini bulunuz.

(Pva)ap|=d
Onermesini en sade bigimde yaziniz.

iki yonlU kosullu 6nermeler

g : Ali sinifini gegecek.
p : Babasi Ali'ye bisiklet alacak.

onermeleri verilmis olsun.

a. p = g Onermesini sozle ifade ediniz.

b. g = p 6nermesini sozle ifade ediniz.

c. (p=q)A(g=p) dnermesi verilmis olsun.
Bu 6nermede,

‘p bileseni q bileseninin hem yeterli hem
gerekli kosulu“ mudur?
Ayni zamanda,
‘q bileseni p bileseninin hem yeterli hem
gerekli kosulu“ mudur?

d. “p bileseni q bileseninin hem yeterli hem
gerekli kosuludur.” demekle “q bileseni p

bileseninin hem yeterli hem gerekli kosuludur.”
demis olur musunuz?

Muharrem $ahin

e. c ve d etkinliklerindeki gikarimlariniza dayanarak
(p = q)A(q=p) 6nermesini
“p’nin yeterli ve gerekli kosulu q’dur.” veya
“p icin gerekli ve yeterli kosul g’dur.”
bigiminde yazabilir misiniz?

f. Asadidaki tabloyu tamamlayarak
(p = q) A (g = p) 6nermesinin dogruluk

dederlerini, p ile g'nun dogruluk degerlerine
gore bulunuz.

pPlap=4aa=p|/(pP=a)r(a=Pp)

1)1
1|0
01
0|0

Bir kosullu énerme ile bunun karsihmn kesisimine
tki yonlii kosullu onerme denir.

Tanim 1.9'un sembollerle ifadesi,

“(p=q)A(q=p) 6nermesine iki yonll kosullu
Onerme denir.” bicimindedir.

Etkinlik-1.35'te sizin de kesfettiginiz gibi;
(p = q)A(q=p) 6nermesinde p bileseni g bilese-
ninin hem yeterli hem gerekli kosulu durumundadir.

Buna gore; (p = q)A(q=p) 6nermesi,

“p icin gerekli ve yeterli kosul q'dur.”

bigiminde yazilabilir. Buradaki

f1 ... icin gerekli ve yeterli kosul ... dir.”
eklemi yerine, ayni anlama gelmek Uzere

”

Fl"... ancak ve ancak ... ise.
eklemi de kullanihr.

Mantikta, [l ve F] eklemleri ve bunlarla ayni an-
lama gelen eklemler <" semboli ile gbsterilrler.

O halde; (p=q)A(g=p) Onermesini kisaca
P < q biciminde gosterebiliriz. p & q 6nermesi
“p ancak ve ancak q ise” diye okunur.

(p=q)A(q=p)=p < q diyebiliriz.

< ekleminin tanimina gore p < q Onermesi-
nin dogruluk tablosu asadidaki gibidir.

13
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PalP<=Aq q
1|1 1 <10
1(0 0 p(1{1|0
o|1| O 001
o|o| 1

Buradaki dogruluk dederlerini Etkinlik-1.35te
(p=q)A(q=p) 6nermesinin dogruluk degerleri
olarak bulmustunuz.

iki yonlU kosullu 6nermenin olumsuzu

p ile q birer 6nerme ve “=” 6nerme eklemi ise,
Pea) =@ <a)=pPsq)
denkligi gecerlidir.

Teorem-1.9 olarak verilen 6nermenin dogrulu-
gunu hem islem o6zeliklerinden hem de dogruluk
tablosundan yararlanarak gosteriniz.

Totoloji ve gelisme

Bilesenlerinin biitiin dogruluk degerleri icin dog-
ru olan bilesik onermeye totoloji veya gecerli
onerme;

Bilesenlerinin biitiin dogruluk degerleri icin
yanhs olan bilesik onermeye c¢elisme veya
tutarsiz onerme;

Dogruluk degerlerinden en az biri yanhs olan
bilesik 6nermeye gecersiz onerme;

Dogruluk degerlerinden en az biri dogru olan
bilesik 6nermeye tutarh 6merme denir.

Tanim-1.10'a goére, verilen bir 6nermenin toto-
loji ya da gelisme olup olmadidinin, bu dnermenin
dogruluk tablosundan anlasilacagi agiktir. Bunun
yaninda; verilen 6nerme sadelestirilerek bunun

Muharrem $ahin

“1” ya da “0” a denk olup olmadigi da arastiri-
labilir.

p = q bigimindeki ©6nermelerin totoloji olup
olmadigini anlamak icin g=0 durumu incelenir.
gq=0 iken p=0 olmuyorsa 6nermenin totoloji
olmadidi ortaya cikar.

Ornek - 1.9

(Pra)=(PVr)

onermesinin bir totoloji oldugunu gosteriniz.
Cozim

1. yol

Dogruluk tablosu ile gosterelim:

plq|ripArqipvr|(pArq)=(pVr)
1111 1 1 1
1/1(0 1 1 1
1/0(1 0 1 1
1(0/0| O 1 1
oO|1]1 0 1 1
01|10 O 0 1
0|01 0 1 1
o|j0|0| O 0 1
Totoloji

2. yol

Onermeyi sadelestirerek gésterelim:

(p/\q):>(er)z(p/\q)/v(pvr)
= (pAg)=(pvr)=p' vqg vpvr

= (pArg)=(pvr)=p'vpvg vr
1

= (pArg)=(pvr)=1

oldugundan 6nerme totolojidir.

3. yol

(pAQ)= (pvr) 6nermesi, yalniz pvr=0 iken
pAg=1 ise yanhstir. 1=0=0)

pvr=0 iken p=0 ve r =0 olup,

pAq=0Aq=0 olur.

O halde, verilen 6nermenin yanls oldugu hig
bir durum yoktur.

(pA Q)= (pVvr) dnermesi bir totolojidir.
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[(p\/q):»r]:»(p:sr)

Oonermesinin totoloji (gegerli 6nerme) oldugunu
gosteriniz.

Asadidaki  6nermelerden hangileri  gecerli
(totoloji), hangileri gegersiz ama tutarl, hangileri
tutarsiz (celisme)dir?

a. (p=q)v(q=p)

b. (pva)=(p<q)

c. Prag)e(p=d)

d. p=q)vp

e. (prg)=(p<q)

f. [pva)=rl=(p=r)

Onerme deyimleri

Sonlu sayida onermeden sonlu sayida islem
kullamlarak elde edilen 6nermeye bir onerme
deyimi denir.

Basit 6nermeler p, q, r, ... gibi kiiclik harflerle
gosterilirken 6nerme deyimleri A, B, C ... gibi
blyuk harflerle gosterilirler.

Tanim-1.11'e gore asadidakilerden her biri bir
Onerme deyimidir.

= p = p
= pAqQ = p'vq
= p=d = p=09 = (a=p)

A, B, C birer 6nerme deyimi ise asadida
verilenler de birer 6nerme deyimi olur.

= A = AAB

= AAB=C = (A=B)V(A&B)

Cok bilesenli 6nermeleri “6nerme deyimleri” diye

adlandirmak bunlarla islemler yapmada kolaylk
saglar.

Muharrem $ahin
islem dnceligi

Basit Onermelerden bilesik Onermeler elde
edilirken yapilan degilleme, A, Vv, =, < islem-
lerinden hangisinin 6nce vyapilacagi genellikle
parantez kullanilarak belirtilir.

Parantezlerle islem onceligi belirtiimemisse
islem sirasi séyle olmalidir:

fl degilleme

B oA

%

ﬂ = ve &

Buna gore; 6rnedin,
A=[prq)Vv(par)=(qvr) deyimi
parantezler kaldirilarak,

pAQVPpATr = qVr biciminde yazlabilir.

“Ancak ... ise” eklemi

“p ancak ve ancak g ise.” denilmesi gereken
yerde, neden “p ancak q ise.” denemez?

Bunu merak etmissinizdir.

Bu durumda “ancak ... ise” eklemini tanitmamiz
gerekir.

“Ancak” s6zcldli, 6ntne konuldugu bilesenin
gerekli kosul oldugunu; “ancak ve ancak” deyi-
mi ise hem yeterli hem de gerekli kosul oldugunu
belirtir.

A\

p ise q” 6nermesinde, q gerekli kosul olarak
tanitilmisti. Buna gore, “p ise q” dnermesi ile “p
ancak g ise” 6nermesi tam olarak ayni anlamdadir.

“"Ancak p ise q” Onermesinde ise gerekli
kosulun p oldugu belirtiimistir. O zaman, bu
Onerme “q ise p” anlamina gelir.

O hélde su denklikleri yazabiliriz:

(p ancak g ise) = (p ise q)

(Ancak p ise q) = (q ise p)

“ise”, “ancak ... ise”, “ancak ve ancak ...

ise” eklemlerinin 6nermeye nasil farkli anlamlar
kattigini bir 6rnekle agiklayalim:
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“Cahsirsan  smmifim gecersin.”  6nermesi,
“Cahsirsan smifim gecmemen miimkiin degildir.
Bunun yaminda baska bir yolla da sinifim1 gecmen
miimkiin olabilir.” anlamina gelir.

“Ancak cahsirsan simifim gecersin.” 6nermesi,
“Belki cahissan da gecemeyeceksin. Ama smifim
gecmenin c¢alismandan baska yolu yok.”
anlamindadir.

“Ancak ve ancak calisirsan sinifim gegersin.” de-
mek ise “Calisirsan smifim gecmemen miimkiin
degildir. Smmifim gecmissen calismamis olman
miimkiin degildir.” demektir.

Babasi, Cem’e bir bilgisayar alacagini asadida
verilen 6nermelerden biriyle bildirmis olsun.

1 sinifini gegersen sana bilgisayar alirim.

Fl Ancak sinifini gecersen sana bilgisayar alirim.

E] Ancak ve ancak sinifini gegersen sana bilgisayar
alirm.

Cem’e bilgisayar alinmasi olasiligi bu 6nerme-
lerden hangisine gore en yiksek; hangisine gore
en distktir?

Her dilde, mantikta kullanilan degil, ve, veya,
ise, ancak ve ancak ise gibi Onerme
eklemleri ile es anlamli gok sayida baska 6nerme
eklemi kullanilir.

Asadidaki onermelerde boyle eklemler
kullanilmistir. Bu 6énermelerde kullanilan énerme
eklemlerinin, mantikta 6grendiginiz hangi 6nerme
eklemlerine karsilik getirilebilecedini belirterek,
Onermeleri sembollestiriniz.

a. Kalemim yok.
. Nazl okula gelmedi.
Metin ne aradi ne sordu.

- Y-

. Selim hem dersaneye gitti hem 6zel ders aldi
ise de bir okula giremedi.

Ali de Can da banyo yapacak.
Arayan ya Simge’'dir ya Haluk.
. Derslerine galismadan sinifini gegemezsin.

- )

. Her istedigin yere gideriz, yeter ki sen gel.

Sinifini gegmen igin derslerine galisman sart.

j. Magi kazanmamizin tek kosulu Volkan’in
oynamasidir.

Muharrem $ahin

Gerektirme

D, q, 1, ... onermelerinden olusan P ve Q dnerme
deyimleri verilmis olsun.

D, q, 1, ... onermelerinin P onerme deyimini dogru
kilan tiim dogruluk durumlar icin Q oOnerme
deyimi de dogru oluyorsa; P onerme deyimi Q
onerme deyimini gerektirir, denir.

Bu tanima gore, P'nin Q'yu gerektirmesi icin gerek
ve yeter kosul P = Q 0&nermesinin bir totoloji
olmasidir.

Tanim -1.13

P ile Q birer 6nerme deyimi olmak iizere, P < Q
onermesi bir totoloji ise; P onerme deyimi Q
onerme deyimini ¢ift gerektirir, denir.

P & Q onermesinin dogruluk dederleri dikkate
alinirsa; P'nin Q'yu cift gerektirmesi igin gerek ve
yeter kosul P = Q olmasidir.

Asadida verilen P 6nerme deyimlerinin, yanla-
rinda verilen Q 6nerme deyimlerini gerektirdigini
gosteriniz.

a. P=(pva)rp’; Q=q

b. P=(p=aq)Ap; Q=g

c. P=p=r)A(g=r); Q=(pvag) =r
d. P=(p&qgrq; Q=pAg

Asadida verilen 6nermelerden birinin digerini gift
gerektirdigini gosteriniz.
a. p=>(pAq); P=q
b. (pAg)=(anr); (P=d)vr
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Yorumlama

Onermenin tanimi Gzerinde calisirken, “Bir
onermenin dogruluk dederinin belirlenmesi igin ek
bilgiler verilmesine anlam belirlemesi veya yo-
rumlama denir.” demistik. “p = q ” gibi sembolik
bir 6nermenin dodgruluk dederinin belirlenmesi
icin de ek bilgilerin verilmesi gerekir. Burada, ek
bilgiler verilmesi, p ile g’nun yerine dogruluk
dederleri belli olan 6nermeler koyulmasidir.

Demek ki, bir sembolik dnermede bilesenlerin
yerine dogruluk degerleri belli olan 6nermeler
koymak da bir yorumlamadir.

Ornegin,
“3=5 ise 6 =9" 6nermesi “p = q"” sembolik
Onermesinin bir yorumlamasidir.

1.2.4 - Cikanmlar ve gecerliliklerinin
denetlenmesi

Eldeki yargilardan, bir sonug c¢ikarilmasina
cikarim denir. Veri durumundaki dnermelerden
olusan eldeki yargilara cikarimin onciilleri adi
verilir.

Bir cikarimda sonuc o halde, demek ki, buna
gore, ... gibi s6zlerle 6nclllere baglanir.

Ornegin;

A: pAg=r

B: pvg

O hélde,

C:p=r
bigimindeki bir akil yiiriitme (usa vurma) bir
sembolik gcikarimdir.

Bu cikarimda, A ve B onermeleri onciiller, C
6nermesi sonugtur.

Bu 6nclllerden bu sonuca varilmasi dogru mudur?

Bu sorunun yanitinin arastiriimasina ¢itkarimin
gecerliliginin denetlenmesi denir. Mantikta
bunun gesitli yollar vardir. Biz burada bu yollara
girme-yecegiz. Cikarimlarin gecerliligini
gerektirme kavramindan yararlanarak
denetleyecediz. Onciil-lerin  kesisimi  sonucu
gerektiriyorsa gikarim gegerlidir, diyecediz.

Muharrem $ahin

A A Bdir.
gerektirmedigini

Ornedimizde oncillerin  kesigimi
AAB'nin  C'yi  gerektirip
arastiracagiz.

AANB=C
= (prg=r)A(pva)= (p=r) dir.
3 0

p=r=0iken p=1ver=0 dir.
Bu durumda,
AAB=(1Aq=0)A(1VvQq)

= AAB=(q=0)A1l

= AAB=d olur.

gd=1 ve p=r=0 iken AAB= C oOnermesi
yanlis olacagindan, énerme bir totoloji degildir.

A AB, C'yi gerektirmez. O halde, A ve B 6nclil-
lerinden C sonucunu ¢ikarmak dogru dedildir.

Cikarim gegersizdir.

Baska bir 6rnek verelim:

A: “Yagmur yagdiysa yerler islannustir.”
B: “Yagmur yagmadi.”

O haélde,

C: “Yerler islak degildir.”

bigimindeki bir akil yiritme yorumlanmis bir
cikarimdir.

Yorumlanmis bir ¢ikarimin gecgerli olmasi
icin, bir sembolik karsiliginin gegerli olmasi
gerekir.

A, B ve C dnermelerini sembollestirelim:
p: “Yagmuryagdi.” ve

q: “Yerlerislandi.” diyelim.

A:p=gq, B: p’ veC: q olur.

AAB oOnermesi C'yi gerektiriyorsa, vyani
A AB = C totoloji ise cikarim gecerlidir; totoloji
degilse gecerli degildir.

AAB=C=(p=0qAp =d
-

d=0iken (p=qg)Ap'=(p=1)Ap' =p olur.

p’=1 iken AAB = C 6nermesi yanlis oldugun-
dan bir totoloji dedildir.

Cikarim gegersizdir.
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Ornek - 1.10 A: (pAq)=r
A: “Kar beyazdir ve komiir siyahtir.” B: p=g
O hélde, C: gq
B: “Kan kirmuzidir.” D: r olur.
gikariminin gegerliligini denetleyelim: AABAC= D bir totoloji ise yagmur yagacak,
degilse yagip yagmayacagdi belirsiz olacaktir.
p: “Kar beyazdir.”
AANBAC=D

q: “Komiir siyahtir.”

r: “Kan kirmauzidir.” diyelim. = (Pra=r)A(p=aArq=r olup

A=B=pAqg=r olup bunun bir totoloji p=0,9g=1ver=0ign
olmadigi aciktir. Oyleyse; A, B'yi gerektirmez. AABAC = D O6nermesi yanlis,
Bu akil yuritme dogru degildir. r =1 igin dogrudur.
Dikkat ediniz! AABAC =D Onermesi bir totoloji dedildir. O

oo . héalde, yagmur yadip yagmayacad belirsizdir.
“Kar beyaz ve komiir siyah ise kan kirmuzidir.”

(AA1)=1=1]
dnermesi dogru oldugu halde, bir gerektirme Ornek -1.12
degildir. . N
A: Hava sicak ve nemli oldugunda Burcu
Karin beyaz ve komdirin siyah olmasi kanin kendini mutlu hissetmez.
kirmizi olmasini gerektirmez. B: Hava sicaktir.
“Kar beyaz ve komiir siyah ise kar beyazdir.” C: Burcu kendini mutlu hissediyor.
6nermesi bir gerektirmedir. Buna goére, havanin nemli olup olmadigini
(Cunki pAg= p totolojidir.) belirtiniz.

“Kar beyaz veya komiir siyah ise kar beyazdir.” Cozim

Onermesi bir gerektirme degildir. D: “Hava nemli degildir.” olsun.

(Clnkl pvg=p totoloji degildir.)

p: “Hava sicaktir.”,

(0] hélde, pP=q b|g|mdek| her dOérU Onerme bir q: “Hava nemlidir.”,
gerektirme olmak zorunda degildir. r:  “Burcu kendini mutlu hissediyor.” dersek;
. A: parg=r
Ornek - 1.11 B: p

A: Eder hava soduk ve nemli olursa yagmur Cor

yadacadt, D: g olur.
B: Eder hava sicak ise havanin nemli olacag, AANBAC=D

C: Bugin havanin nemli oldugu (PAG=F)ApAr=q olup

bilinmektedir. q =0 iken

Buguin yagmur yagip yagmayacadini belirtiniz.
(prg=r)ApAr=(pAl=r)ApATr

Cozim

(p=r)ApAr=(p'Vr)ApAr

D: “Bugiin yagmur yagacak” olsun. (' AP)V(F AP AF=F ApAT=0 dir.

“Hava sicaktir.”, A ) . o
O halde, AABAC= D Onermesi totolojidir.

p
q: “Hava nemlidir.”, Oyleyse, hava nemli degildir.
-

“Yagmur yagacak.” dersek;
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+ “P. O hélde Q.” gikariminda;

= P=Q Onermesi bir totoloji ise c¢ikarim
gecerlidir.

= P=Q oOnermesi totoloji dedilse cikarim
gecersiz olup sonug belirsizdir.

A: Banka faizleri ylikselirse gayrimenkul fiyatlar
diser.

B: Gayrimenkul fiyatlari diiserse insanlar mutsuz
olur.

C: Banka faizleri yliksektir.

Buna gobre, insanlarin mutsuz olup olmadigini
belirtiniz.

Ornek - 1.13

A: "3 <5 ise 4 <3tar.”
B: "3 <5 veya4 <3tir.”

O halde,
C: “4 <3tar.”

cikarimi gegerli midir?.

Cozim

Ornek-1.10, Ornek-1.11 ve Ornek-1.12de
oldugu gibi, 6nermeleri sembollestirip AAB = C
Onermesinin bir totoloji olup olmadigini aras-
tiracadiz.

p:“3<5” ve q:“4 <3" dersek

A: p=q
B: pvg
C: q olur.
AAB=C
= (p=a)A(pva)=g olup
q=0 iken

(p=a)A(pva)=0 dr.

O halde, AAB = C Onermesi totoloji oldugun-
dan gikarim gegerlidir.

Muharrem $ahin

"2 <3 ise 4 <5tir.
4 < 5 tir.
O hélde, 2 < 3tlr.” cikarimi gegerli midir?

Alishrmalar ve Problemler - 1.1

1. Asadidaki ifadelerden hangileri 6nermedir.

Fikret her sabah spor yapar.

. Ogrenciler derslerine galismalidir.
Evrendeki yildizlarin sayisi sonsuzdur.
. 277 +1 bir asal sayidir.

Sorumlulugunu bilen insanlari severim.

m0 Q0T O

Turkiye 2050 yilinda Avrupa Birligi'ne
girmis olacak.

. 13 < 9dur ve simariklari sevmem.

h. Istiyorsan calisalim.
i. 2 =3 olmasi 4 =5 olmasi igin yeterlidir.

j. Turkiye'nin iki kitada olmasi Ankara’nin
Avrupa’da olmasi igin gereklidir.

2. p : Glnes bir yildizdir.
g : Dlinya Glnes’in etrafinda doéner.

-

: Ay Glnes'in etrafinda doner.

onermeleri verildigine gére asadidaki bilesik
Onermeleri soézlerle ifade ediniz. Bunlarin

dogruluk dederlerini bulunuz.
a. PAQ c. pA(qVr)

e. P'ra)vr £ pvq) vr

b. pAr’
d. gvr

3. Asadidaki onermelerin olumsuzlarini yaziniz.
Dogruluk degerleri belli olanlarinin dogruluk
dederlerini bulunuz.

a. Hakan calisacak veya sinifinl gegemeyecek.

. Akin ve Ferit okula gitti.

23 sayisi asal veya tektir.

. 3¥=9 ve 2°>8

8 < 5 veya Okan uzun boyludur.

Gulse'nin bisiklet ve bilgisayar aldigi dogru
degildir.

"0 Q0T
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4.

p yanls, g ve r dogru onermelerdir. Buna
g6re asadidaki onermelerin dogruluk deger-
lerini bulunuz.

b. p' Ar

d. (p'va)ar

a. pvd

c. pPV(gAr)
e. (pAg) v(qvr) f. (Frg) A(rvp)

Asadidaki onermelerin olumsuzlarini yaziniz.

a. pA(qvr) b. (p/\/q)/\/r/
c. p’vavr’ d.pArg Ar’

!
e. (pAr)v(qvr) f. [(q/\r)'/\p AT

“1” dogru bir 6nermeyi, “0” yanlis bir 6ner-
meyi gosterdigine gore; asadidaki 6nermeleri
en sade bigimde yaziniz.
b.pAO
e.pAp

a. pvO
d. pnrl

c.lvp
f. pvp

Onerme islemlerinin 6zeliklerinden yararlana-
rak asadidaki énermelere denk olan en sade
onermeleri bulunuz. Buldugunuz sonuglarin
dogrulugunu, dogdruluk tablolari ile gosteriniz.
a.pA(p'va) b.qVv(pAQ)
/ /
c(pra) vipvr)  d-(pra) A(p'Va)

e.(p/\q/)v[(p/\q)/\/q/] f. pv[(p/\q)//\(pvq)/

Asadidaki denkliklerin dogrulugunu, hem
dogruluk tablosundan hem de 6nerme islem-
lerinin 6zeliklerinden yararlanarak bulunuz.

a. pv(prqg)=p

b. (pva)rgq=q

c. [pPva)rpfva=p'vg

d. [pv(prd)alpva)=p

e. (pva)Alpra)v(p'Ad)=prq
f. pra)v(p'rAqV(p'Aq)=p'Va

10.

11.

12,

13.

14.

Muharrem $ahin

(p/\q/)/ v’ yanlis bir 6nerme olduguna gore
asadidaki 6nermelerin dogruluk dederlerini
bulunuz.

a. [(pvr)a(anr)|v(d vp)

/

b. (pvr)'vq‘ NG vr)
c. ,-/\(q\/p)/]\/[(q/\/p/)/\(p\/r)]

d. |(p’rg)A(qV r/)/ M@ vr)ap

(p\/q/)//\rzl oldugunu varsayarak 9.
alistirmada verilen 6nermelerin  dogruluk
dederlerini bulunuz.

(Pva)A(gar)=1 oldugunu varsayarak 9.
alistirmada verilen 6nermelere denk olan en
sade 6nermeleri bulunuz.

pv(pPAG Ar)=0 oldudunu varsayarak 9.
alistirmada verilen 6nermelere denk olan en
sade 6nermeleri bulunuz.

Asadidaki 6nermelerin birer totoloji (gegerli
onerme) oldugunu gosteriniz.

!/
a. pv(paq)
b. (pAg)v(p'Aq)vd

/

c. [(pvq)/\p/} v q

d. pv[(p/vq)/\(p/\q)/]

Asadidaki onermelerin birer geliski (tutarsiz
onerme) oldugunu gosteriniz.

a. (prd)A(pv q)/

b. p/\(p/vq)/\(p/\q)/
c. pAg A(P'VaA)
d. (pP’vaAa(d vr)A(par)

20
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(PAg)=(q' vr)=0 olduguna gére, asagidaki
onermelerin dogruluk degerlerini bulunuz.

(P"va)=(avr)

- pAd)=(avr)=p/|
(PAT) < [(p=a) A(r=q)
Per)=pvaa(g=r)

o o

0

Q

(p"=4a)=(d =r')=0 oldugunu varsayarak
15. alistirmada verilen 6nermelerin dogruluk
dederlerini bulunuz.

(pvd)=(gvr)=0 oldugunu varsayarak
15. alistirmada verilen 6nermelere denk olan
en sade 6nermeleri bulunuz.

[pv(qAr)|=p’' =0 oldugunu varsayarak 15.
alistirmada verilen 6nermelere denk olan en
sade 6nermeleri bulunuz.

Asadida verilen Onermelere denk olan en
sade 6nermeleri yaziniz.

a.P=pP b.p=p c.p=>1
dp=0 el=p f.0=p
g.P=p h.psp i. pe0
jopel k.p=(ppep) L pep)ep

p : Hava soguktur.

g : Kalin giyineceksin.

onermeleri verildigine gére; p = g Onerme-
sinin,

a. karsitini b. tersini
c. karsit tersini d. olumsuzunu

sembollerle ve sozlerle ifade ediniz.

Asadidaki 6nermelerin dogruluk dederlerini
bulunuz. Olumsuzlarini yaziniz.

a. 3<5 ise -3 < -5tir.

b. Ankara Tirkiye’de ise Roma Italya’dadir.
c. —2*=16 ise —3° = —27dir.

d. 2 <5 ise 4 < 25tir.

22,

23.

24,

25.

26.

Muharrem $ahin

Onerme islemlerinin 6ézeliklerinden yararlana-
rak asadidaki énermelere denk olan en sade
onermeleri bulunuz. Buldugunuz sonuglarin
dogrulugunu dogruluk tablolari ile gosteriniz.

(Pra) Aq =P
(P=arg=p
pva=(p<q)
|prd)=p|=]Pp=a)rq]

o 0o T o

Asadidaki 6nermelerin birer totoloji oldugunu
gosteriniz.

a. p=pVvq
b. (p/\q)//\q:>p/
P'=d)ra=p
(PAG)=(p+q)
(pva)=r|v[pAra) =r]
[(p:»q)/\(qssr)]:s(p:sr)

- S

Asadidaki 6nermelerden hangileri gelismedir?
(pva)=(p'Ad)

P=qArp =4

Prd) (P <a)

- [p=(®val=|Ppra)rlp=q)

a0 T o

Asadida verilen P 6nerme deyimlerinin,
yanlarinda verilen Q O©nerme deyimlerini
gerektirdigini gosteriniz.

a. P=(pva)=gq; Q=p=g
b. P=p=q)A(p=r); Q=p=(qAr)
c. P=pAg Q=p<+g
d. P=(p=g)A(g=r) Q=p=r

Asadidaki denklikleri ispatlayiniz.
a. (pva)=(pra)=p<=q

b. (p=a)Ap=pnrg
(Pva=p=p
(P=aAra=q

0

Q
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27.

28.

29.

Asadidaki denklikleri ispatlayiniz.
a. pva)=(P=0q=p=q

b. p=q=p=p
P=anrd=p=d

- p=arP'=d)=peq

. [p=q =rlvp=pvr
(Pva)=(qvr)=p=(qVvr)

s 0 o 0

A: “Erdem dogru beslenir ve spor yaparsa
saghkh olur.”

B: “Erdem dogru beslenmekte ancak spor
yapmamaktadir.”

onermeleri dogru sayildigina gore,
C: “Erdem saghkh degildir.”
sonucu dogru olmak zorunda midir?

Bu soruyu;

p: “Erdem dogru beslenmektedir.”
q: “Erdem spor yapmaktadir.”

r : “Erdem saghkhdir.”

A: (pAg)=r

B: pad

C:r

sembollestirmelerini yapip AAB ©Onerme
deyiminin C'yi gerektirip gerektirmedigini
belirterek yanitlayiniz.

A: “Giirbiiz spor yapmazsa kilo veremez.”
B: “Giirbiiz spor yapwor.”

onermeleri dogru sayildigina gore,

C: “Giirbiiz kilo verecek.”

sonucu dogru olmak zorunda midir?

Soruyu A, B, C onerme deyimlerini
sembollestirip AAB nin C'yi gerektirip
gerektirmedigini belirterek yanitlayiniz.

30.

31.

32.

Muharrem $ahin

A: “Bertrand Russell iyi bir mantikq ise iyi
bir filozoftur.

B: “Bertrand Russell iyi bir filozoftur.”

onermeleri dogru sayildigina gore,

C: “Bertrand Russell iyi bir mantikqidir.”

sonucu dogru olmak zorunda midir?

Gerektirme kavramini kullanarak yanitlayiniz.

A: “Ali iyi bir 6grenci ise derslerine calhsir.”

B: “Ali cok televizyon seyrederse derslerine
calisamaz.”

Onermeleri veriliyor.

A ve B O6nermeleri dogru sayilirsa asadidaki
sonuclardan hangileri dogru olmak zorundadir?

a. C: “Ali iyi bir 6grenci ise cok televizyon
seyretmez.”

b. D: “Ali iyi bir 6grenci degilse cok televizyon
seyrediyordur.”

c. E: “Ali cok televizyon seyrediyorsa iyi bir
ogrenci degildir.”

d. F: “Ali cok televizyon seyretmiyorsa iyi bir
ogrencidir.”

Gerektirme kavramini kullanarak yanitlayiniz.

»

A: “Yagmur yagdwysa camasirlar islannmstir.
onermesini dogru sayalim.
Asadida verilen B Onermeleri de dogru

sayllirsa, hangi C sonuglari dodru olmak
zorundadir?

a. B : “Yagmur yagnustir.”
C : “Camagirlar islannustir.”

b. B : “Camagirlar islanmistir.”
C : “Yagmur yagmustir.”

c. B : “Camaswrlar islanmanustir.”
C : “Yagmur yagmanmustir.”

d. B : “Yagmur yagmamstir.”

C : “Camagirlar islanmanustir.”

Gerektirme kavramini kullanarak yanitlayiniz.
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1.3 - Niceleme Manthgi

p: “Rize’liler yardimseverdir.”

q: “Ayhan Rize'lidir.”

r : “Ayhan yardimseverdir.”

Onermeleri verilmis olsun.

p A g 6nermesi r 6nermesini gerektirir mi?

Ilk iki énermenin kesisiminin tglincli &nermeyi
gerektirdigini sezginizle, hic kuskuya kapiimadan
soyleyebilirsiniz.

Ancak, pAg=r sembolik ©6nermesinin bir
gerektirme olmadigi da agiktir.

Bu celiski tGzerinde tartisiniz.

Onermeler mantiginda énermelerin i¢ yapilarina
dedginmemis sadece dodgruluk dederleri ile
ilgilenmistik.

Etkinlikte-1.47'de verilen 0&nermelerin ig
yapllari incelendiginde, bunlarin birbirleriyle iliskili
olduklari gorilir. Boyle onermeleri p, q, r, ...
diye sembollestirmekle, aralarindaki iliskileri yok
saymis, bunlari birbirlerine yabancilastirmis
oluruz. Etkinlikte-1.47de sezginizle sembollerin
celismesi bu yutzdendir.

Demek ki; boéyle o©Onermeleri, aralarindaki
iliskileri ortaya cikaracak bigcimde daha ayrintili
sembollestirmek gerekmektedir.

Bir basit 6nermeyi - i¢ yapisini ortaya cikaracak
bicimde - sembollestirmek igin, énermeyi 6zne
ve yiiklem diye iki kisma ayiririz.

Mantikta; bir ©Onermenin, 06znesi disindaki
kismina yiiklem denir. Genellikle, 6zneyi a, b, c,

. ; yuklemi p, q, r, ... gibi harflerle gdstererek
dnermeyi p(a) biciminde sembollestiririz.

Ornekleri inceleyiniz.

Ahmet doktordur,

6zne (a) yuklem (p)

p(a): Ahmet doktordur.
p(a), p(Ahmet) biciminde de yazilabilir.

Meltem'in 6gretmeni Zehra Hanim'dir,
o6zne (c) ylklem (r)

r(c) : Meltem’in 6gretmeni Zehra Hanim‘dir.

Muharrem $ahin

3 , 5'ten kUglktar.

6zne (a) yiklem (q)

q(a) : 3, 5ten kiguktdr.
q(a), q(3) diye de yazilabilir.

4+ Onimizdeki sayfalarda géreceginiz gibi; konu-
nun bu kisminda, énermelerin 6zneleri yerine
gecebilecek terimlerin kimelerinin eleman
sayilari ve 6nermelerin yliklemleri ile ilgilenece-
giz. Bu ylizden mantigin bu kismina niceleme
mantigi veya yliklemler mantig: adi verilir.

Niceleme mantiginda, ilkogretim okulunda 6g-
rendiginiz kiime kavramindan da yararlanacagiz.

Acik Onermeler

Asadidaki ifadeler birer o6nerme  midir?
Ifadelerdeki “x” lerin yerine dedisik terimler
koyarak dogru veya yanlis 6nermeler elde ediniz.
x evcil bir hayvandir.

. X pozitif bir tam sayidir.
3x+6=0
2X+y=9

o0 oW

I3

“x bir asal sayidir.” ifadesi ile “.. bir asal
sayidir.” ifadesi ayni anlamdadir. Birincideki “x”,
ikincide bos - ya da acik - birakilan vyeri
belirtmek icin kullanilmis bir isarettir. ifade, bu
bigimiyle bir yargi bildirmediginden bir 6nerme
dedildir. Acgik birakilan yere ifadeyi anlamsiz
kilmayacak dedisik terimler konulursa dedisik
Onermeler elde edilir.

“2 bir asal sayidir.”
“6 bir asal sayidir.” gibi.

“2 bir asal sayidir.” énermesi p(2) biciminde
sembollestirildigine gore,

“x bir asal saydir.” ifadesi de p(x) biciminde
sembollestirilir.

Dedisik terimlerin konulabilecedi acik vyeri
belirten x isaretine degisken adi verilir.
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| Tanim - 1.14 |

Icerisinde en az bir degisken bulunan ve bu
degiskene verilen degerlere goére onerme olan
ifadelere acik onermeler denir.

Bir acik onermede degiskenlerin yerlerine konu-
labilecek terimlerin kiimesine, bu acik 6nermenin
evrensel kiimesi;

Acik onermeyi dogru kilan terimlerin kiimesine
de, bu acik onermenin dogruluk kiimesi veya
coziim kiimesi denir.

Evrensel kimeyi E ile, ¢6zim kimesini C ile
gOsterecegiz.

p(x):“x*+2x-5<0"

aclk onermesi veriliyor. Asadidaki 6nermelerin
dogruluk dederlerini bulunuz.

a. p(-4) b. p(0) c. p(2) d. p(4)

p(xly): “X2+y<0”

aclk onermesi veriliyor. Asadidaki 6nermelerin
dogruluk dederlerini bulunuz.

a. p(1,-3) b. p(-3,5) c. p(-2,4)

p(x,y,2): “"x* -2y <z+3"

aclk onermesi veriliyor. Asadidaki 6nermelerin
dogruluk dederlerini bulunuz.

a. p(-2,2,-1) b. p(-5,4,3)

Asadidaki acik 6nermelerin dogruluk kiimelerini
bulunuz.

a. pxX):“xezZ, x>*<5"”
b. g :"“xeN, x(x-2)(x+3)=0"

Muharrem $ahin

c. r(x):%xe{1,2,3,4}, x asal sayidir.”
d. s(x): “x sinifimizdaki gozltkli kiz 6grencidir.”
e. t(x,y): “x,y € {Haftanin glnleri},
X, y'nin ertesidir.”
f. u(x,y):"x,yeN, 2x+y=4"

p(x): "5 < x* < 35" 6nermesinin,
a. Dogal sayilar kiimesindeki dogruluk kimesini
bulunuz.

b. Tam sayilar kimesindeki dogruluk kimesini
bulunuz.

c. E=1{56,7,8} kimesindeki dogruluk kiimesini
bulunuz.

d. E={-2,-1,0,1,2}
kiimesini bulunuz.

kiimesindeki  dogruluk

Niceleyiciler

Pazartesi, Sali, Carsamba ve Persembe glnleri
3’er saat ders calisan bir 6grenci asagidakilerden
hangilerini sdylerse dogru séylemis olur?

Her gilin ders calisirim.

Her gilin ders calismam.

Bazi gunler ders galisirim.

Bazi glnler ders calismam.

Higbir gtin ders calismam.

Her glin ders galismadigim dogru degildir.
Bazi glinler ders calismadigim dogru degildir.

TQ "0 Q0T O

Bazi glinler ders calistigim dogru degildir.

Hicbir gin ders calismadigim dogru degildir.
Her glin ders galistigim dogru degildir.

s
.

Mantikta, 6zne’nin  niceligini  (goklugunu)
belirten biitiin, her, bazi, en az bir, higbir gibi
sozcliklere niceleyiciler denir.

Konusma dilinde bu soézcuklerin kullanildigi,
ozellikle bazi olumsuz clmleler iki anlama
gelebilir. Ancak, mantikta sembollestirme ile tek
anlamlilik saglanir.
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Evrensel Niceleyici

E evrensel kiimesinde bir p(x) agik 6nermesi
verilmis olsun. p(x) acik 6nermesinin 6niine “Her
x icin”, sonuna da “dogrudur.” sozlerini koyarak
“Her x icin p(x) dogrudur.” ifadesini yazalim. Bu
ifade bir dogruluk degeri tasidigindan bir
Onermedir.

Bu 6nerme sembolik olarak, vx igin p(x) ya da
vx, p(x) biciminde yazilr.

Buradaki “Vv” semboli genellikle(!) her diye
okunur; her, biitiin, tiim, herhangi bir
niceleyicilerine karsilik gelir.

“vx, p(x)” 6nermesi p(x)'i yanlis yapan en az
bir x dederinin bulunmasi durumunda yanlis;
p(x)'i yanlis yapan hicbir x dederinin bulunma-
masi durumunda dogru olur.

Ornek - 1.14

Tam sayilar kiimesinde, asadida verilen 6ner-
melerin dogruluk dederlerini bulunuz.

a. vx, x> >0 b. vx, x> >x-1

Cozim
a. x=0icinx*>0

onermesi yanlis olacagindan;

vx, x* > 0 yanhgtir.

b. x'in her tam sayi dederi icin x*> > x olur.
O hélde;

vx, x* > x —1 dogrudur.

Varlk Niceleyicisi

E evrensel kiimesinde bir p(x) agik 6nermesi
verilmis ise;

“Bazi x’ler icin p(x) dogrudur.”
ifadesi bir 6nermedir.
Ayni anlama gelen bazi, kimi, en az bir

niceleyicilerine “3” semboll karsilik getirilerek, bu
onerme;

Ix icin p(x) ya da 3x, p(x)
bigiminde sembollestirilir.

Muharrem $ahin

“3Ix igin p(x)"” 6nermesi p(x)'i dogru yapan en
az bir x dederinin bulunmasi durumunda dogru;
p(x)'i dogru yapan hicbir x dederinin bulunma-
masi durumunda yanhs olur.

“3” semboll genellikle bazi diye okunur. Varlk
belirttijinden varlik niceleyicisi diye adlandirilir.

Ornek - 1.15

E={0,1,3,59} evrensel kimesinde, asagida
verilen 6énermelerin dogruluk degerleri yanlarina
yazilmistir.

a. vx, x cifttir.
b. 3x, x cifttir.
C. VX, X+ 2 asaldir.

(0) (Neden?)
(1) (Neden?)
(1) (Neden?)
(1) (Neden?)
(0) (Neden?)
(1) (Neden?)

d.3x, x+2 asaldir.
e. VX, x cifttir v x asaldir.
f. 3Ix, x cifttir v x asaldir.

Ornek - 1.16

Asadidaki acik Onermelerden hangileri bir
gerektirmedir?
a.x=2=x*=4
b.x?=1=x=1
C. x>’ =9=x=-3 veya x=3
d.

X>=4=>Xx=-2 ve x=2
Cozim

a.1. yol

X = 2 aclk 6nermesi, x yerine sadece 2 konul-
dugunda dogru olur.

2=2=2°=4

onermesi dogru oldugundan
X=2=x*=4

aclk dnermesi bir gerektirmedir.

2. yol
X=2=x*=4
= x=2=x*-4=0
=>x=2=x-2)(x+2)=0
> X=2=X=2VX=-2
= p(x) =px)vakx [
Eac_;lk Onermesinde x = a konularak,

25



Manhk

p(a)=p(a)vqg(a) yada
p=pVvqg Onermesielde edilir.

p = pVvq totoloji olduundan x =2 = x> = 4
bir gerektirmedir.

b. x = —1 icin x> =1 dogru, x =1 yanls olup,
x? =1= x =1 dnermesi yanlis olur.
x?> =1 = x =1 bir gerektirme degildir.

c. x> =9 onermesini dodru yapan x degerleri
-3 ve 3 tar.

(-3 =9 = (-3=-3)v(-3=3) dogru;
32=-9=(3=-3)v(3=3) dogru
oldugundan agik 6nerme bir gerektirmedir.

d. (x = —2) A (x = 2) celismedir.
X=-2yadax=2
onermelerinden biri dogru iken
X =4=(x=-2)Ax=2)
Onermesi yanlis olur.

Acik 6nerme bir gerektirme dedildir.

Niceleyicilerin Degillenmesi

Teorem-1.10

Asagidaki denklikler gecerlidir.
a. [Vx, P (x)], = Ix,P’ (x)

b. [3x,P(x)| = vx,P'(x)

[Vx,P(x)]lzﬂx,P’(x) denkliginin  dogrulugunu
gosterelim:

vx, p(x) Onermesi Her x igin p(x) dogru-
dur. demek oldugundan, bunu degillemek icin
en az bir x icin p(x)’in yanhs oldugunu
sOylemek gerekir.

Bu da 3x, p’(x) demekle ayni anlamdadir.
Ayni sekilde, [Hx,P(x)]l = vx,P’(x) denkliginin

dogrulugunu da siz gosteriniz.

Muharrem $ahin

Ornek - 1.17

Asadida verilen Onermelerin  olumsuzlarini
yaziniz.
a.p:"3IxeR, x* <x”
b.q:“"vxeR, x*>0"
c.r:“"(Ixez 2x+1=0)Vv(¥x € Z, x tektir.)”
d.s:"(vxeR, x-2<0)=(3IxeR, x+2>0)"

Cozim
a.p :“vxeR, x*>x"
b. g:"“3IxeR, x*<0”

c.r':V(vxez 2x+1=0)A(3Ix €Z, x tek degil) ”
d. s':"(¥xcR, x-2<0)A(¥X R, x+2<0)”

Niceleyicilerin iki Anlamliig

Mert, ev Odevi olarak verilen 5 problemden
yalniz 3'Un0 ¢ézebilmistir.

E={x| x 6dev problemlerinden biri}
p (x) : “x problemini Mert ¢6zmustir.”

olarak verildigine gore, asadidaki 6nermelerin
dogruluk degerlerini bulunuz.

Bunlari sozlerle ifade ediniz.

a. 3x, p(x) b. vx, p(x) c. 3, p'(x)

d. vx, p'(x) e. [3x, p(x)]/ f. [vx, p(x)]/

Asadida verilen 6nermelerin anlamlar (zerinde
tartisiniz. Uygun evrensel kiimeler belirleyerek
bunlari sembollestiriniz.

a. Her sakalli, deden degildir.

b. Her babayigit bu bilegi blikemez.
c. Her kusun eti yenmez.

d. Her giin cahismam.

Sembolik 6nermelerin tek anlamh olduklari
aciktir. Ancak, “her” niceleyicisinin kullanildigi
olumsuz ylklemli dnermelerin sozlt ifadeleri iki
anlamhymis gibi goérinebilir. Bunu bir 6rnek
Uzerinde acgiklayalim:
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Ogretmeninizin tahtaya bir problem vyazip
siniftaki O6grencileri kastederek “Her ogrenci bu
problemi ¢ozemez.” dedigini varsayalim.

E = {x| x siniftaki bir 6grencidir.}
p(x) : “*x bu problemi ¢dzebilir.”
olsun.

Soyle duslinilerek Onerme asadidaki gibi
sembollestirilebilir.

Ali bu problemi ¢c6zemez.

Bora bu problemi ¢g6zemez.

Zeynep bu problemi ¢cozemez.

Her 6grenci bu problemi ¢c6zemez.
VX p’(x)

Ancak konusma dilimizde, 6gretmenin soyledigi
“vx, p’ (x)” anlamina gelmemektedir. Eger 6gret-
meniniz “Vvx,p’(x)” anlamini vermek isteseydi,
“Hicbir 6grenci bu problemi ¢ozemez.” derdi.

Halbuki 6gretmeninizin styledigi “Baz dégrenciler
bu problemi c¢ozebilir, ancak her ogrenci degil.”
anlamindadir.

Baska bir deyisle, konusma dilimizdeki “Her
ogrenci bu problemi ¢6zemez.” 6nermesinin tam
karsihgi “Her 6grencinin bu problemi ¢bzebilecegi
dogru degildir.” bigimindedir.

Bu son bicimiyle énerme [Vx,p(x)]l bigiminde
sembollestirilir.

Bu aciklamaya gore, bir yanlis anlamaya yol
acmamak icin “vx,p’'(x)” oOnermesinin sozli
ifadesi,

“Her x i¢cin p(x) degildir.” biciminde degil,
“Hicbir x i¢in p(x) degildir.” bigiminde olmalidir.

Ornek - 1.18

t: “Her tavuk yumurtlamaz.”
Onermesini sembollestirelim:

E={x| x tavuktur.}
p(x): “x yumurtlar.” dersek

t: [vx, p(x)], olur.

v, p(x)]’ =3x, p'(x) oldugundan

Muharrem $ahin

“Her tavuk yumurtlamaz.” énermesi
“Baz tavuklar yumurtlamaz.”

Onermesine denktir.

Buna gore,

t: “Her tavuk yumurtlamaz.”
Onermesinin olumsuzu

t’ : “Her tavuk yumurtlar.” olur.

eBazi s6zciglu konusma dilinde genellikle en az

bir fakat hepsi degil anlaminda kullanilr.
Ancak, mantikta en az bir veya hepsi
anlamindadir.

Ornegin; konusma dilinde pek kullaniimasa da
mantikta “2, 3, 5, 7 sayilarindan bazilar
asaldir.” denilebilir ve bu dogru olur.

Etkinlik-1.56'da verilen 6nermelerin olumsuz-
larini yaziniz.

E={x| x haftanin bir glinidur.}
p(x): “x glind cahsirm.”

diyerek Etkinlik-1.54'te verilen O6nermeleri
sembollestiriniz. Bu 6nermelerin dogruluk deger-
lerini bularak, 6énceki yanitlarinizla karsilastiriniz.

Asadida verilen 6nermelerin dogruluk dederlerini
bulunuz.

a. p:(ﬂxeR, x2<1)v(VXeR, X > 0)

b. q: X_1
X

vx €R,

A(x €R, x* =1)

o
-

:(Ver, \/XT:X):>(VX€N, X < x?)

Q.
n

: (X eN, 2x:3)<:>(3xeR, X2+2:0)

Etkinlik-1.59'da verilen 6nermelerin olumsuz-
larini yaziniz.
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p: “Her x gercek sayist icin, 2x +y = 0 esitligini
saglayan en az bir y gercek sayist vardwr.”
Onermesi

p:“"Vx€R, JyeR, 2x+y=0"
bigiminde sembollestirilir.
Bir de su 6nermeyi sembollestirelim:

q: “En az bir y gercek sayist icin; 2x +y =0
esitligini her x gercek sayist saglar.”

g:“"3JdycR, ¥vxeR, 2x+y=0"

olur. p ile g O6nermelerinin denk olmadigini
gdriyorsunuz.

Demek Kki;
vx, 3y, P(X,Y)st 3y, vx, p(XIY) dir.
Bu bilgiyi dikkate alarak;

a. Yukarida verilen p ve g 6nermelerinin dogru-
luk degerlerini bulunuz.

b. “Her basarili erkegin arkasinda bir kadin
vardir.” 6nermesini sembollestiriniz.

c. Yazdidiniz sembolik énermede Vv ve 3 sembol-
lerinin yerlerini dedistiriniz. Elde ettidiniz son
Onermeyi sozle ifade ediniz.

!
d. |vx, 3y, P(X, Y)] =3x, vy, p’ (xl Y)
oldugunu dikkate alarak, b. ve c.'de yazilan
onermelerin olumsuzlarini sézle ifade ediniz.

A : Rizeliler yardimseverdir.

B : Ayhan Rize’lidir.

onermeleri dogru sayildigina gére,
C : Ayhan yardimseverdir.

sonucu dogru olmak zorunda midir?

Bu soruyu asadidaki sembollestirmeleri yapip
A ABnin C'yi gerektirip gerektirmedigini belirterek
yanitlayiniz.

E={x| x T.C. vatandagidir.}
: x Rize'lidir.
: X yardimseverdir.

p(x)
q(x)
p(a): Ayhan Rize'lidir.
q(a)

Muharrem $ahin

A vx,[p(x) = q(x)]
B:pla)
C:qla)

acE (Ayhan T.C. vatandasidir.) oldugundan

“vx,[p(x) = q(x)] 6nermesi dogrudur.” demek

A\

p(a) = q(a) énermesi dogrudur.” demektir.
Buna gore; A, B, C 6nermeleri,

A:p(a) = qla)
B:p(a)
C:q(a)

bigiminde sembollestirilebilir.

A : Rizeliler yardimseverdir.

B : Mert yardimseverdir.
onermeleri dogru sayildigina gore
C : Mert Rize'lidir.

onermesi dogru olmak zorunda midir?

Gerektirme kavramini kullanarak yanitlayiniz.

A : Rizeliler yardimseverdir.

B : Giray Rize'li degildir.
onermeleri dogru sayildigina gore
C : Giray yardimsever degildir.

onermesi dogru olmak zorunda midir?

Gerektirme kavramini kullanarak yanitlayiniz.

Alishrmalar ve Problemler - 1.2

1. p(x) :2*—x* <0 acglk o6nermesi veriliyor.
Buna gore, asadidaki 6nermelerin dogruluk

dederlerini bulunuz.

a. p(-1) b. p[;] c. p(2 d.p(11)
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2.

p(x,y): x> +x =y®> -y agk 6nermesi veriliyor.
Buna gore, asadidaki 6nermelerin dogruluk
dederlerini bulunuz.

a. p(-2,2) b.p(3,4 c p(55 d.p(1,1)

Asadidaki acik 6nermelerin dogruluk kiimele-
rini bulunuz.

:"xeN, 3x+6=0"

:vxeZ, (2x +1)(3x 1)(x ~3)= 0"
rix): “x ez (x2>4):s(x>2)”
Y)itxy ez, X +y* =10"

)Xy ez, (X <T)A(y' =4)"

"0 0o 0 T W
)

X,¥): "X,y €R, (2x=5)A(4x+y=5)"

Uygun  evrensel kimeler  belirleyerek
asadidaki onermeleri sembollestiriniz.

Bazi hayvanlar iki ayakhdir.

Her tasit tekerleklidir.

Hicbir 6grenci tembel degildir.

Her insan karanliktan korkmaz.

Her horoz 6tmez.

Her 6grenci dikkatsizdir.

Bazi dikdortgenler kare dedildir.

TQ "0 Q0T O

Bazi kopekler isirmaz.

4. alistirmada verilen 6énermelerin olumsuz-
larini yaziniz.

Asadida verilen  6nermelerin

dederlerini bulunuz.

dogruluk

a. 3IXxeR, x-2<x+1

b. vx eR, x* > x

c. wx eN, XF2 _4
+2

d. vx R, 2X=1_4

2x —1
e. (IxeN, xX* =x)Vv(vx eR, x* = 3)
f. (IxeR, x> <1)A(vxeN, x* > 0)
g. (Ix €R, x asaldir.) = (3Ix € R, x cifttir.)
h. 3x eR, (x asaldir.) = (x cifttir.)

VX e R, (X’ >1)= (x> 1)
VX € Z, (X tektir.) < (x + 1 gifttir.)

s
.

7.

10.
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6. alistirmada verilen 6nermelerin olumsuz-
larini yaziniz.

Asadida verilen oOnermelerin olumsuzlarini
yaziniz.

a. vx, p(x)

g

Ix, p(x)
vy, P'(y)
3z, p'(2)
[vx, p(X)| A [vy, a(y)]
3%, POV [¥x, q(x)]
[vx, p(x)] = [3y, a(y)]
- [3%, p(x)] & [¥x, q(x)]
VX, [p(x) A q(x)]
X, [p(x) Vv q(x)]
k. vx, [p(x) = q(x)]
[

- 0 Q 0

Fu— N (- ]

s
.

L 3x, [p(x) < q(x)]

m. vx, 3y, p(x,y)

n. 3x, ¥y, [p(x, y)Vvax, v)|

0. [vx, p(X)|A[3x, q(x)] = [3x,r(x)]

Asadida verilen O6nermeleri, uygun evrensel
kiimeler belirleyerek sembollestiriniz. Sem-
bollestirmeden yararlanarak, bu 6nermelerin
olumsuzlarini sézlerle ifade ediniz.

a. 5 ile bolunebilen dodal sayllardan en az
biri asaldir.

b. Her gergek sayinin mutlak degeri, negatif
olmayan bir gergek sayidir.

c. Her 6grenci calisir, bazilari sinifini geger.
d. Her 6grenci her 6gretmenine saygi gosterir.

Asadida verilen O6nermeleri, uygun evrensel
kiimeler belirleyerek sembollestiriniz. Sem-
bollestirmeden yararlanarak, bu 6nermelerin
olumsuzlarini sézlerle ifade ediniz.

a. Her glzelin bir kusuru vardir.

b. Bazi x gergek sayilari icin x = y? esitligini
saglayan en az bir y gercek sayisi vardir.

c. Bazi insanlar her sorununu ¢ozebilir.
d. Bazi insanlar her hayvana eziyet eder.
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1.4 - Tanim, Aksiyom, Teorem ve
Ispat

Asadida, bildiginiz bazi kavramlar icin Gnerilen
tanimlarla, hentz bilmediginiz bazi kavramlarin
tanimlari verilmistir.

Bildiginiz kavramlardan hangilerinin tanimlari
kusurludur? Neden?

Yeni kavramlardan hangilerini anlayamiyorsunuz?

a. Ug dogru parcasindan olusan diizlemsel sekle
iicgen denir.

b. Ortak noktalari bulunmayan iki dogruya
paralel dogrular denir.

c. Bir dogrunun farkli iki noktasi ile bu noktalar
arasinda kalan noktalarinin birlesimine dogru
pargasi denir.

d. Koordinat diizleminde koordinatlari birer tam
sayl olan noktalara kafes noktalari denir.

e. Bir matriste her terimin yerine bu terimin es
carpaninin konulmasi ile elde edilen matrisin
devrigine bu matrisin ek matrisi denir.

f. 2 ile béllnebilen bir saylya cift sayi denir.

Tanim

Bir terimin anlamini aciklayan Onermeye o
terimin tanimi denir.

Yeni bir terimin tanimi; tanimsiz da olsa anlami
bilinen terimlerle, tanimlanmis terimlerle ve
konusma dilindeki sozctiklerle yapilir.

Iyi bir tanimda; tanimlanan terimin hangi
kiimeye ait oldugu, bu terimi kimenin diger
elemanlarindan ayiran oOzeliklerin neler oldugu
tam olarak belirtilmelidir.

Bir terim ile tanimi tam olarak birbirini karsi-
layabilmelidir. Oyle ki; terim gectiginde o tanim,
tanimi gectiginde yalniz o terim akla gelmelidir.
Ornegin; aci teriminin bu temel ilkelere uyularak
yapilmis tanimi, “Baslangi¢ noktalar ortak olan
ki 1 s1mmin birlesimine act denir.” bicimindedir. Bu
tanima goére, “acilar” i1sin giftlerinden olusan bir
kiimenin bir alt kiimesini olusturur. Agilari diger
Isin  ciftlerinden ayiran 0zelikleri, baslangig
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noktalarinin ortak olmasidir. Burada “ag” terimi ile
bu terimin tanimi olarak verilen ifade birbirini tam
olarak karsilar.

eTanimsiz terimler, anlamlari bir 6nerme ile
aciklanamayan terimlerdir. Ancak anlamlarn
belirsiz dedildir. Béyle terimlerin anlamlar bir
onermeyle degilse de orneklemeler, benzetmeler
ve soyutlamalarla aciklanir. Tanimli  olsun
tanimsiz olsun; bir terim 6grenildijinde o terime
karsilk gelen kavram zihinde kesin olarak
tasarlanabilir.

Aksiyom

Dogru oldugu apacik olan veya dogru sayilan,
baska onermelerden elde edilemeyen oOnermeye
aksiyom denir.

Mantik ve matematikte terimlerin tanimlarindan
kaynaklanan, Uzerlerine kuramlarin - Sayilar
kurami, Kimeler kurami, Fonksiyonlar kurami,
Oklit geometrisi, Lobachevski geometrisi, Analitik
geometri, ... gibi matematiksel yapi veya sistem-
lerin - oturtuldugu temel dogrular varsayilr.
Nasil, bazi terimlerin tanimsiz olarak alinmalari
bir zorunluluksa; bazi O6nermelerin de dogru
sayllmasi bir zorunluluktur. Varsayilan bu temel
dodrular ait olduklari matematiksel yapinin
aksiyomlaridir. Baska bir deyisle; her aksiyom,
ait oldugu sistemin bir temel dogrusudur.

Ornek - 1.19

A, V, = sembollerine yliklenen anlamlar geredi
PAQ, PVQA, pP=q Onermelerinin dogruluk
dederleri mantik biliminde birer aksiyom olarak
alinmiglardir.

Ornek - 1.20

Ilkégretim okulunda 6grendiginiz geometri
Oklit geometrisidir. Oklit geometrisi 20’ye yakin
aksiyom Uzerine kurulmustur. Bunlardan biri
paralellik aksiyomudur. Paralellik aksiyomuna
gore;
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“Bir dogruya disindaki bir noktadan en fazla
bir paralel dogru ¢izilebilir.”

Hemen kabul edemeseniz de; Lobachevski
geometrisi diye bilinen baska bir geometri sis-
teminde bu aksiyom, “Bir dogruya disindaki bir
noktadan birden fazla paralel dogru cizilebilir.”
bicimindedir.

Bu iki geometri sisteminin, paralellik aksiyomu
disinda kalan buatin aksiyomlari ortaktir. Simdi
yadirgiyor olabilirsiniz. Ancak Lobachevski geo-
metrisini 6grendiginizde, o sistemin kendine 6zgl
kavramlarniyla, paralellik aksiyomunu kolayca
kabulleneceksiniz.

Demek ki; farkli dislince sistemlerinde - farkli
matematiksel yapilarda - celisiyor gibi goriinen
dogrular gecerli olabilmektedir.

Ornek - 1.21

“Esit niceliklere esit nicelikler eklendiginde, esit
toplamlar elde edilir.”

Onermesi aksiyom olarak alinabilir.

“2 =2dir.”, “3 =3tur.”, ... gibi apacik dogru
olan sinirsiz sayida 6nerme vyazilabilir. Ancak;
bunlarin her biri [l aksiyomu kullanilarak
digerlerinden elde edilebilir. Dolayisiyla aksiyom
sayllmazlar. Boyle 6nermeler, bunlarin hepsini
kapsayacak bicimde "“a=a'dir.” diye ifade
edilirse, bu bir aksiyom olabilir.

+ Bir matematik sisteminde aksiyomlar,

= birbirlerinden elde edilememeli;
= birbiriyle gelisen sonuglar vermemeli;

= sistemi tam olarak belirleyecek bigimde
birbirlerini tamamlayici olmahdirlar.

Ornek - 1.22

“Farkl iki nokta bir dogru belirtir.” Fl
dnermesi Oklit geometrisinin aksiyomlarindan
biridir. Bu, “Farkh iki noktadan gecen bir tek
dogru vardir.” demektir.

f1 6nermesinin yerine aksiyom olarak “Farkh
iki dogru en fazla bir noktada kesisir.” Fl 6nermesi
alinabilir. Ancak El ve B 6nermeleri birlikte ayni
sistemin aksiyomlari olamazlar. Clnk{ bunlardan
herhangi biri digerinden elde edilebilir.
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Siz, 6rnegin E onermesini aksiyom olarak alip
£l 6nermesini elde ediniz.

Bir 6nerme, bir aksiyomdan elde edilebiliyorsa,
bu 6nermeye teorem diyecediz.

Teorem

Tanim -1.17

Hipotezi dogru olan ya da dogru sayilan ve
dogrulugunun, dogru oldugu bilinen 6nermeler
yardim ile gosterilmesi gereken p = q bicimin-
deki onermelere teorem denir.

Bu tanimdan ilk anlasilacak olan, bir teoremin
dogru bir 6nerme oldugudur. Hipotezi dogru olan
dogru bir p=qg Onermesinin hikmi de dogru
olacaktir.

O halde, p = q 6nermesi bir teorem ise hem p
hem de q dogru 6nermelerdir.

p = q Onermesi bir teorem iken q=p Oner-
mesi de bir teorem ise buna p = g teoreminin
karsit teoremi denir.

Bir matematiksel yapi icerisindeki her dogru
Onermeyi aksiyomlar ve teoremler siniflarindan
birine koymak, verdigimiz tanimlara gére yanls
olmaz. Ancak matematikte aksiyom ve teorem
denilince akla genel dogrularin ifadesi olan 6ner-
meler gelmelidir. Burada, verdigimiz tanimlarda
bir eksiklik aramak gerekir. Zaten tanimlarimiz
kusursuz olsaydi, boyle acgiklamalara gerek
kalmazd.

Tanimimizda eksik kalan kismi bir 6rnekle ta-
mamlamaya calisalim. Bildigimiz Pisagor teoremi,

“Bir dik iicgende dik kenarlarin uzunluklarimin
karelerinin toplami hipoteniisiin uzunlugunun
karesine esittir.” bicimindedir.

“Bir dik iicgenin dik kenarlarimin uzunluklar 3
birim ve 4 birim ise hipoteniisiiniin uzunlugu 5
birimdir.” 6nermesi de Pisagor teoreminin bir
0zel duruma uygulanmasini dile getirir.

Matematikte boyle 6nermelere teorem denmez.
Olsa olsa, teoremin bir 6zellemesi ya da yorum-
lamasi denebilir.

Baska bir 6rnek verelim:
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“Bir iicgende iki i¢ agt es ise karsilarindaki
kenarlar da estir.” 6nermesi bir teoremdir.

»

“Bir iicgende i¢ acilar es ise kenarlar da estir.
Onermesi de bir teoremdir. Ancak ikincisi ilkinin
bir sonucudur.

Boyle sadelestirmelerle, bir matematiksel yapi
icerisindeki teoremler belli bir sayiya indirilebilir.
Demek ki, matematikteki her dodru Onerme
aksiyom ya da teorem degildir. Sayisiz dogru
Onerme, aksiyom ve teoremlerin 6zellemeleri ya
da sonuglari durumundadir.

Ornek - 1.23

“Bir tek saymn karesi de tektir.” énermesi bir
teoremdir. Bu teoremi kosullu énerme bigiminde
soyle yazabiliriz:

“a bir tek say1 ise a* bir tek saypdir.”
Teoremin hipotezi

p : “a bir tek sayidir.” ; hilkmu

q : “a® bir tek sayadir.” olur.

Teoremin karsiti “a®> bir tek sayt ise a bir tek
sayidir.” 6nermesidir ve bu teorem dedildir.
(Neden?)

Bir teoremin dogrulugunun gosterilmesine o
teoremin ispatlanmasa (kanitlanmasy) denir.

Bir teorem ispatlanirken hipotezden yola ¢ikila-
rak tanimlar, aksiyomlar ve onceden ispatlanmis
teoremler, her biri sonrakini gerektirecek bigimde
siralanir. Sonunda hiikme varilir. Bu akil ylritme
zincirine ispat (kanit) adi verilir.

Asadida verilen 6nermeler birer teoremdir. Bu
teoremlerin hipotezlerini ve hiikiimlerini belirtiniz.
Teoremleri p = q bigiminde ifade ediniz.

a. Bir Ucgende kenarlar es degdilse buyuk kenar
karsisinda blyuk aci bulunur.

b. Carpimi sifir olan iki gercek sayidan en az biri
sifirdir.

c. Iki tek sayinin toplami gifttir.

d. Bir ikizkenar Ulcgende tabana ait ylkseklik
tabani ortalar.
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Etkinlik-1.66'da verilen teoremlerin karsitlarini
yaziniz. Bunlardan hangileri teoremdir?

ispatiama Yontemleri

Matematikteki ispatlama yontemleri asadidaki
cizelgede verildigi gibi siniflandirilabilir:

ispatlama Yontemleri
t Tlime varim
Tamden gelim
t Dogrudan ispatlama

Dolayl ispatlama
Olmayana ergi

Celiski
Deneme
Aksine ornek verme

Bu kesimde yalniz tiimden gelim yontemleri
lzerinde duracagiz.

Dogrudan ispatlama Yéntemi
(p=q)A(q=r) Onermesinin p =r onermesini
mantiksal olarak gerektirdigini hatirlayiniz.

Bu yontemle p = q teoremini ispatlamak igin,
gerekli sayida p=p,, p;, = P,, .-, P, = q Oner-
meleri bulunur.

Bu onermelerin dogru olmasi p = q Onerme-
sinin dogru olmasini gerektirecektir.

Art arda gerektirmeler, ispat yapilirken kisaca
P=P.=P,=P;:=...=>1q
ya da
p
= Py
= P2

= P,

= q biciminde gosterilir.
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Ornek - 1.24

“Iki tek saymmn carpumi bir tek sayidir.”
teoremini dodgrudan ispatlama yo6ntemi ile
ispatlayalim:

Teoremin p = q bigimindeki ifadesi

“ave b tek sayiise a-b tektir.” olur.

a ve b tek sayi
= (a=2k+1)A(b=2m+1); k, meZ
=ab=(2k+1)-(2m+1)
= a-b=4km+2k +2m+1
=ab=2(2km+k+m)+1

[N —
neZ

= a-b=2n+1
= a-b tektir.

Dolayl ispatlama Yéntemleri

Olmayana Ergi Yontemi
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= n’=2m, (k> =meN)
= n? cifttir.
Bu sonucu soyle aciklariz:

n cift olsaydi, n* cift olurdu. Halbuki n? tektir.
O hélde, n tektir.

(Ornek-1.23"teki “a® tek say1 ise a tek sayidir.”
onermesinin neden teorem olmadigini bulabildiniz
mi?)

Celiski Yontemi

p=a=q =p

denkligini hatirlayiniz. Bu yontemde, p=q
teoremini ispatlamak yerine bunun dengi olan
g = p’ teoremi ispatlanir.

Dogal olarak, g’ = p’ teoreminin ispatlanmasinin
p = q teoreminin ispatlanmasindan daha kolay
oldugu durumlarda bu yontem segilmelidir.

Ornek - 1.25

“Karesi tek olan dogal say1 tektir.” teoremini
olmayana ergi yontemi ile ispatlayalim:

Verilen 6nerme,
p=q:neN, (n” tektir.) = (n tektir.)
bicimindedir.
Bunun karsit tersi,
q =p': neN, (ngifttir.) = (n” cifttir.) olur.
Demek ki,
q = p’ teoremini ispatlayacagiz.
(n cifttir.)
n=2k, nkeN
n? = (2k)’
n? = 4k?
n* =2(2k?)

¢l

(p=aq) =pAd

denkligini hatirlayiniz. Bu yontemde pAdq
Onermesinin bir celisme oldugu gosterilir. Boylece
p = q Onermesinin dogru oldugu gosterilmis olur.

Ornek - 1.26

X€R, (3x+4=28)=(4x+3=19)

onermesinin dogru oldugunu geliski yéntemi ile
ispatlayalim:

p=q: XeR,(3x+4=28) = (4x + 3 = 19)
=pAq: XeR, (3x+4=28)A(4x+3=19)
=pAqg: XeR, (3x =24)A(4x = 16)
=pAd: XeR, (x=8)A(x=4)
=pAg =0 olur.

Buna goére, p = q O6nermesi dogrudur.

Ornek - 1.27
Oklit geometri sisteminin aksiyomlarindan biri

r:  “Farkh iki noktadan bir tek dogru gecer.”
Onermesidir. Bu aksiyoma dayanarak,

s: “Farkl iki dogrunun en fazla bir ortak
noktasi vardr.”
teoremini geliski yontemi ile ispatlayalim :
s énermesi
s: “d, ve d, farklh iki dogru ise d, Nnd, kiimesi
stfir veya bir elemanhdir.”
bigiminde ifade edilebilir. Buna gore;
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hipotez

p: “d, ve d, farkli iki dogrudur.”

hiikiim

g: “d, nd, kimesi sifir veya bir elemanlidir.”
Onermeleri ve

q':“d, nd, kiimesi en az iki elemanhdir.”
dnermesi olur.

g o6nermesine gore, d, ve d, dodrularinin en
azindan A ve B gibi farkli iki ortak noktasi vardir.

r aksiyomuna gore, A ve B gibi farkl iki
noktadan bir tek dogru gececeginden, p ile q
Onermeleri gelisir.

Oyleyse,

“Farkh iki dogrunun en fazla bir ortak noktasi
vardir.” 6énermesi dogrudur.

Deneme Yontemi

Bir agik 6nermenin evrensel kiimesi sonlu sayida
elemandan olusmussa, bu énermenin bu eleman-
larin her biri icin dodru olup olmadigi tek tek
deneyerek anlasilabilir.

Ornek - 1.28
“Onluk sayma diizeninde 3’ten biiyiik rakamla-
rin kareleri iki basamakhdir.”

onermesinin dogru oldugunu deneme yontemi
ile ispatlayalim:

4 jle 9 arasindaki rakamlarin kareleri de 4° ile 92

arasinda olacagindan, yalniz 4 ile 9 rakamlarini
denemek yeter.

4> =16 ve 9> = 81
oldugundan 6nerme dogrudur.

Aksine Ornek Verme Yéntemi

Bu yontem genellikle bir dnermenin vyanlis
oldugunu go6stermek igin kullanihr.

Ornek - 1.29

“Tam sayilarin kareleri birer cift sayidir.”

onermesinin yanlis oldugunu aksine ornek
vererek gosterelim :
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5 bir tam sayidir.
5% = 25 olup 25 bir cift say degildir.
O hélde, verilen 6nerme yanhstir.

Asadidaki onermelerin dogru oldugunu dogru-
dan ispat yontemiyle ispatlayiniz.
a. XxeR, 2x+3 =11 ise 3x+2 =14 tir.
b. iki cift sayinin carpimi 4 ile tam bélindir.

c. Bir tam sayinin karesinin 4 ile bolimuindeki
kalan ya 0 ya da 1'dir.

Asadidaki  o6nermelerin  dogru
olmayana ergi yontemi ile ispatlayiniz.

oldugunu

a. Iki dogal sayinin garpimi cift ise bu sayilardan
en az biri gifttir.

b. xcR, 6x—-3=27 ise x = 3 tir.
C. xXeR, x=-3 ise 5x+1=-14 tir.

Etkinlik-1.69'daki 6nermeleri celiski yontemi
ile ispatlayiniz.

Asadidaki 6nermelerin dogru oldugunu deneme
yontemi ile ispatlayiniz.

a. Karesi 4 basamakl olan en kulgiuk dogal sayi
32 dir.
b. vxe{3, 4,5,6}, xX*-7x<6

c. 64'Un 4'ten kiguk olmayan bdélenleri 4 ile tam
bolundr.

Asadidaki onermelerin yanlis oldugunu aksine
ornek vererek gosteriniz.

. Tek sayi olan rakamlar asaldir.

b. Karesinin 2 fazlasi tek olan sayilar tektir.
c. Herx, y e Rigin, x> <y? ise x<y dir.
d. (5-2x=9)= (x=1)
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Alishrmalar ve Problemler - 1.3

Asadida verilen tanimlardan her biri kusurlu-
dur. Kusurlari belirtiniz ve dizeltiniz.

a. Dort dogru pargasindan olusan dizlemsel
sekle dortgen denir.

b. Uc noktanin belirttii dogru pargalarinin
birlesimine liggen denir.

c. 2n+1 bicimindeki bir sayiya tek sayi
denir.

d. Matematikte, dodgru olan Onermeye
teorem denir.

Asadidaki teoremlerin hipotez ve hikimlerini
ayirarak bunlari p = q bigiminde ifade ediniz.

a. Bir dik Gggende dik kenarlarin uzunluk-
larinin  karelerinin toplami hipotentstin
uzunlugunun karesine esittir.

b. Bir dodal sayinin karesi bu sayidan kiguk
degildir.

c. Bir dik tcgenin alani, dik kenarlarin uzun-
luklarinin carpiminin yarisina esittir.

d. En az biri cift olan iki dodal sayinin
garpimi gifttir.

Asadidaki 6nermelerin  dodgru  oldugunu
dogrudan ispat yontemi ile ispatlayiniz.

a. x=7 ise 23—-2x =9 dur.

b. 4x-5=31 ise x =9 dur.

c. Iki tek sayinin toplami gifttir.

d

. 3’0n tam kati olan iki tam sayinin garpimi
9’un tam kati olur.

Asadidaki 6nermelerin dogru oldugunu olma-
yana ergi yontemi ile ispatlayiniz.
a. xeR, 3x-5=7 ise x =4 tir.
b. xcR, x=4 ise 5x +9 =24 tir.
C. XeR, 5-2x=9 ise x = -2 dir.
d. X,y €R, x> —4xy + 4y? = 4 ise
X —2y = 2 dir.

4. alistirmadaki 6nermeleri celiski yontemi
ile ispatlayiniz.
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6. Asadidaki oOnermelerin  yanlis oldugunu

aksine 6rnek vererek gosteriniz.
a. Bir gercek sayinin karesi kendisinden
blyuktar.

b. Kareleri esit olan gergek sayilar, birbirine
esittir.

c. Iki gercek sayinin toplami pozitif ise bu
sayllarin her biri pozitiftir.
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