Moduler Aritmetik

4.5 - Moduler Aritmetik

a. Saat 17'den 7 saat sonra saat 24 (ya da sifir)
olur. Geriye 153-7 =146 saat kalr. Bundan
sonraki her 24 saatte bir saat 0'i gosterecektir.

146 =24 .6 + 2 oldugundan, saatin 0’1 g0ster-
digi andan 146 saat sonra saat 2'yi gOsterir.

b. Sali glninden 1 glin sonrasinin carsamba
olduguna dikkat ediniz. 7 giin sonrasi da yine sall
olur.

45 = 7.6+ 3 oldugundan, 45 gin sonrasi ayni
gundir. Bu da cuma’dir.

c. Ilk nébetini tuttugu giinden baslarsak, 9. né-
betine kadar 8-4 = 32 glin gegmis olur.

32 =7-4+4 oldugundan, carsamba guninden
32 giin sonrasi ile 4 giin sonrasi ayni gindir. Bu
da pazar'dir.

d. 7! in birler basamagi 7,

72 nin birler basamadi 9,

73 Un birler basamadi 3,

7* n birler basamadi 1,

7° in birler basamad 7,

7% nin birler basamadi 9,

77 nin birler basamadi 3,

78 in birler basamad 1

7'nin ilk doért kuvvetinin birler basamaklari,
7'nin artan kuvvetlerinde periyodik olarak tekrar
edilmektedir. 7'nin, 4’Gn kati olan kuvvetlerinin
birler basamaklari 1‘dir.

97 =4.24 +1 oldugundan 7°® nin birler basa-
madi 1, 7°7 nin birler basamadi 7 olur.

Etkinlik 4 -146

a, beZ ve meZ" olsun.

Once; a—-b m ile béliintiyorsa, a ile b'nin m ile
bolinmesinde kalanlarin ayni olacagini gostere-
lim:

a=mk; +r, b=mk,+r, ve ma-b

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

=a-b=mk;+rp-mk, -,
=>a-b=m(k; -ky)+n -1,
=m|n-r, olur.

O<rp<m ve 0<nr <m
=0<np<m ve -m<-,<0
= -m<r-KL<m
=>m-(-1)<p-rp<m-1
=>r-KbL=m-0
=>n-rn=0
=nr =r, bulunur.

Karsit olarak;

a=mk;+r ve b=mk, +r
=>a-b=mk;+r-mk, -r
=a-b=(k; -ky)
= m|a-b bulunur.

Teorem - 4.65’e dayanilarak,

a=b(modm) < a-b=0(modm) yazlabilir.

Etkinlik 4 -147

Hazb (mod m) ve c=d (mod m)
=mla-b ve mc-d

—a-b=m-x ve c-d=my, x,yeZ
= (a-b)+(c-d) =mx+my

= (a+c)-(b+d)=m(x+y)
=m|(a+c)-(b+d)

= (a+c)=(b+d) (mod m)

Eazb (mod m) ve c=d (mod m)

= a-b=mx ve c-d=my

= (a-b)-(c-d)=mx-my
=(a-c)-(b-d)=m(x-y)
=m|(a-c)-(b-d)

= (a-c)=(b-d) (mod m)

Eazb (mod m) ve c=d (mod m)

= a-b=mx ve c-d=my
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= a=b+mx ve c=d+my
=a-c=(b+mx)-(d+my)

= a-c =b-d+mby + mdx + m?xy
= a-c-b-d=m(by +dx +mxy)
=m|a-c-b-d

=a-c=b-d (mod m)

Etkinlik — 4.148

a. 47=5 (mod 7)

= 47’* =57% (mod 7) olur.
5=5 (mod 7)

=5%=4 (mod 7)

=5 =-1 (mod 7)

:(53)24 = (-1/** (mod 7)

=52 =1 (mod 7)

=572.52=1.4 (mod 7)

= 5% = 4(mod7) = 477* =4 (mod 7)
bulunur.

b. 8=2 (mod 6)

=82=4 (mod 6)

=8> =2 (mod 6)

=8*=4 (mod 6)

=887 =2 (mod 6) bulunur.

c. 11=11 (mod 13)

=11% =4 (mod 13)

=11* =3 (mod 13)

=11° = -1 (mod 13)

22

= (11°) =(-1)** (mod 13)
=11132 =1 (mod 13)
=11132.113=1.5 (mod 13)

=111 =5 (mod 13) bulunur.

d. 10=10 (mod 17)

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

=10% = -2 (mod 17)

=10% =4 (mod 17)

= (10%)=-1 (mod 17)

= (108) = (<1)** (mod 17)

=10%2 =1 (mod 17)

=10%72.10" =1-5 (mod 17) [1075(-7)(-2)‘4}
=10%’? =5 (mod 17) bulunur.

e. 20062997 120072996 toplaminin 10 modiiliine
g6re dengini bulacagiz.

2006 = 6 (mod 10)

= 2006297 = 62°°7 (mod 10) olur.
6=6 (mod 10)

= 62=6 (mod 10)

= 62997 =6 (mod 10)
= 2006°%%” =6 (mod 10) bulunur.
2007 =7 (mod 10) dir.
7=7 (mod 10)
=7%2=9 (mod 10)
=7%=1 (mod 10)
= 7%0% =1 (mod 10)
= 7%0% -9 (mod 10)
= 20072°% =9 (mod 10) olur.

20062%°7 =6 (mod 10) ve
2007%9% =9 (mod 10)
= 20062%°7 + 2007%°°® = 5 (mod 10) bulunur.

f. 23=1 (mod 11), 83%3 =7 (mod 11)
37=4 (mod 11) ve 7372 =2 (mod 11)
oldugunu bulunuz.

23.8383 1 37.7373 toplaminda her sayi yerine
11 modiliine gére dengi konulursa,

238383 137.7373=1.7+4.2 (mod 11)
=4 (mod 11)

bulunur.
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Etkinlik — 4.149

a. 17+153 =170 olup saat 170'in 24 moddlline
gore dengini, yani 2'yi gosterir.

170 = 2(mod24)

b. 45 =3(mod7) oldujundan 45 giin sonrasi ile
3 glin sonrasi ayni gtindlr ve bu cuma‘dir.
0 — Sal 1 —» Carsamba

2 — Persembe 3 > Cuma

c. 9. ndbetini garsamba glinlinden itibaren
4.8 =32 gun sonra tutar.
32 =4(mod7) oldugundan, o giin pazar'dir.
0 — Carsamba 1 — Persembe
2 —»Cuma 3 — Cumartesi
4 — Pazar
d. 7=7 (mod 10)
=7%2=9 (mod 10)
=7%=1 (mod 10)
= 7% =1 (mod 10)
= 7% =7 (mod 10)
797

nin birler basamadi 7'dir.

_Etkinlik - 4.150
a,b, xeZ, x=20, meZ" ve
OBEB(|x|,m) =d olsun.
Farkl iki durum mumkuindur.
L] xeZz ise;
X =x=dx; ve m=dm,; diyebiliriz.
Burada, x; ve m, aralarinda asaldir.
a-x=b-x (mod m)
= m|ax - bx
:(a—b)~x=m~k (keZ)
=(a-b)-d-x; =d-m; -k (x=dx;,m=dm,)
= (a-b)x; =my -k (CS)

= m;|(a-b) [OBEB(my,X;) =1]

=a=b (mod m,)

m m
=b d — -
O A R

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

2] xeZ ise x=-y, yeZ vardr.
x| =|-y| =y olur.
a-x=b-x (mod m)
=a-(-y)=b-(-y) (mod m)
= (-a)-y =(-b)-y (mod m)
[OBEB(m,y) =1]
[-1=-1 (mod m)]

= -a=-b (mod m)

=a=b (mod m)

Etkinlik —4.151

Once; a=b (mod m) denkliginde a, b, m sayiI-
larinin bir ortak bolenleri ile bolinebilecegdini gos-
terelim:

x € Z olmak Uzere;
a=a-x, b=b"-x, m=m'-x olsun.
a=b (mod m)

=a-b=k-m (kez,k=0)

=S ax-bx=k-mx

= x(a -b)=k-mx

=a-b=k-m (CS)

=a =b" (mod m)

Simdi de; a=b (mod m) denkliginde a, b, m
sayllarinin bir y e Z* ile carpilabilecegini goste-
relim.

a=b (mod m)
=a-b=km (keZk=0)
=vy-(a-b)=k-m-y (CS)
= ay —by =k(my)
= ay =by (mod my)

vx e Z igin (x,x) e B mi?
5|x —x oldugundan (x,x)ep olup B yansiyan-
dir.
V(x,y)eB icin (y,x)ep mi?
(x,y) eB=5[x-y
=>x-y=5k, keZ
=>y-x=5-(%k)
= 5y -x
:(y,x)eﬁ
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oldugundan B simetriktir.

V(x,y)eB ve (y,z)eB igin (x,z) e p mi?
(x,y)eB ve (y,z)epB

= x-y=5k ve y-z=5p

= (x-y)+(y-z)=5k+5p

= x-z=5(k+p)

=5[x-z

=(x,z) P

oldugundan B geciskendir.

Oyleyse, B bir denklik bagintisidir.

|_Etkinlik - 4.153]
] vabez/m igin, a®@b=a+b dir.
a+b e Z oldugundan a+b e Z/m dir.

Z/m kiimesi @ islemine gore kapaldir.

2] (aeb)ec=(a+b)ec

@ isleminin birlesme 6zeligi vardir.

Bl a@eb=-a+b
=b+a
-b®a

@ isleminin dedisme 6zeligi vardir.

M] vaczZ/m icin a®@x=a=x®a esitligini sag-
layan x e Z/min varlidini gosterecegiz.

® isleminin dedisme 6zeligi oldugundan
a®x =a esitligini saglayan x e Z/m in varigini
gOstermek yeter.

a®x=a

—a+x=a

=a+x=a (mod m)
=a+x=a+0 (mod m)
= x=0 (mod m)

= x=0 olur.

Z/m de toplama islemine gére etkisiz eleman 0
dir.

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

B]vacZ/m igin a®@x =0 =x+a esitligini sagla-
yan x € Z/m in varligini gésterecegiz.

® isleminin dedisme 6zeligi oldugundan
a®x =0 esitligini saglayan x e Z/m in varigini
gostermek yeter.

a®x=0

=a+x=0
=a+x=0 (mod m)
= x=-a (mod m)
=x=m-a (mod m) (0<m-a<m)
= x=m-a bulunur.

aeZ/m in toplama islemine gore tersi —-a (ya
da m-a)dr.

Ilk bes 6nermenin dogrulugunu,
Etkinlik - 4.153 deki gibi gosteriniz.

va,b,ce Z/m igin;
ao(b®c)=ao(b+c)

a-b)y@(a-c

=(5®5)®(EOE) olur.

Sagdan dagilma 6zeligini siz gbsteriniz.

1]
—
~—
~—~

Etkinlik - 4.155 |
®[0]1(2|3]4 ©[0]1(2]3]|4
0|0(1]2|3]|4 of(ojofo|0Of0
1(1(2(3|4]0 110]1(2(3[4
2(2(3[4]|0]1 2|0(2[4]1(3
3|3]4[0]1|2 3|0]3]1[4]2
41410|1|2|3 4(0(413]2]1
®|0(1(2|3]4]5 o[0(1]2]31]4(5
0|0(1]|2[3]4](5 0|0[0|0|0]|0f0
1(1(2]3]4]|5]|0 1(0]1[2]|31]4]|5
212(3]4|5/|0]1 20121410 (214
3|3[(4|5[0]|1|2 3/10({3|0|3 (0|3
41415(0(1(2[3 4104|2042
5(5]0[1|2[3]4 5|015/4(3(2]1
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a. Tablo ile verilmis bir islemde bir elemanin ter-
si, o elemanin bulundugu satirdaki birim elema-
nin  bulundugu situnun basindaki elemandir.
(Neden?)

a nin toplamaya gére tersini —a ; carpmaya go-

—\-1
re tersini (a) ile gosterelim.

Z/5te -0=0, -1=4, -2=3, -3=2, -4=1
dir.

(0) " yoktur. (1) " =1, (2)" =3, (3) -2,

(1)‘1 _ 4 tir.

Z/6da -0=0, -1=5, -2=4, -3=3,
4=2, -5=1 dir.

07, () (B (4 yoktur.

2x+3=4
=2Xx+3+2=4+2
=2x=1
=2t.2.x=21.1
=x=3-1
= x=3 olur.
C = {3} dir,
d. Z/6 da,
3x+5=2
= 3x+5+1=2+1
= 3x=3 olur.

Z/6 da 371 yoktur.

Carpim tablosunda 3’Un bulundugu satirda, 3'U
veren x e Z/6 lar segilir.

3-1=3, 3-3=3 ve 3.5=23 oldugundan
C={1,3,5! dir.

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

aoc olacadi agiktir.
¢ oldugunu ispatlayalim:
Z/m de, m asal ve
aob=aoc
=ab=a-c
=a-b=a-c (mod m)

=b=c (mod m) (m asal)

=b=c bulunur.

Etkinlik — 4.157
®|0|1(2|3]4]|5|6 ©|0[1]2]|3]4]|5|6
0]0]1]2|3]4[5]6 0]0[0]j0f0]0f0]0
11112]|3]4|5(6(0 1|0(1]2]|3]4([5|6
2(213]14|5[/6(0]|1 20214161 (3]5
3(3]4|5|/6|0]1]|2 3{0(3]6|2(5(|1]|4
41415(6/0]1]2(3 41014(1|5]|216](3
5]5]16(0]1]2]|3|4 5/0(5(3]1]6|4]|2
616)0[1]2]3]4]5 6|0[(6]5[4]3[2]1

a. Z/7de, 30x06=5

= X0 §oé) =5 (Deg. ve Bir.)

—_—

=>x04=5
=>X0402=502

=x=3

b. Z/7de, 40x©3=0
:Qcﬂi@ﬂ:ﬁ

c. Carpim tablosunda, késegen lzerinde bulun-
mayan sayilarin Z/7 de karekokleri yoktur.
Bunlar da 3, 5 ve 6 dir.

Buna gore; 2, 3, 4 ve 5 in kiipkoki yoktur.

e. z/7de, 3x*+2=1
=3x2+2+5=1+5
=3x%=6
=5.3.x2=5.6

= x% =2 olur.
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Carpim tablosundan 303=2 ve 404=2
oldugu gorular.

g:{i,i} dir.
f. z/7 de, 2x> +6 =5
= 2x°+6+1=5+1
=2x° =6
=4.2.x°=4.6
= x%>=3 olur.
Z/7 de karesi 3 olan say! yoktur. C =& dir.

Z/m de a® x =b denkleminde, b sayisi

OBEB(a,m) ile bolunltyorsa, denklemin koku
vardir.

Ispatlayalim:

OBEB(am)=d, a=a-d, m=m'-d ve

b=b"-d olsun.

Z/mde aox=b

=a-x=b (mod m)

=ax-b=k-m (keZ)

=a-d-x-b-d=k-m'-d

S ax-b=k-m (CS)

= ax=b" (mod m)

=Z/m'dea ox=b olur.

a ve m' aralarinda asal olduklarindan

a@ox=b denkleminin bir tane koki vardir.
(Teorem - 4.71) Bu kok, Z/m de a® x =b denk-
leminin koklerinden biridir.

Z/m’de ao x =b denkleminin koku varsa, b sa-
yisi OBEB(a,m) ile bélindr.

Ispatlayalim:

OBEB(a,m)=d, a=ad, m=m'd ve denklemin
kokl xo olsun.

Z/mde ad®xo =b

=a-Xp=b (mod m)

= axg —b =km

= b =axg -km

=>b=a-d-xg-k-m'-d

= b =d(a'xg —km)

=db

Z/m de a® x =b denkleminde b sayisi
OBEB(a,m) ile béluniyorsa, denklemin

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

OBEB(a,m) tane kokd vardir.

Ispatlayalim:

OBEB(a,m)=d; a=4ad; b=bd ve m=md
olsun.

Z/mde, aox=b

= Z/m de @ ©x =b’ olup bu denklemin bir ta-
ne kdku vardir. (Teorem - 4.71)

Bu kék xq olsun.

Xg = Xg+M =Xg +2mM =...=Xg +(d-1)m’

(mod m)

Xg <m’

= Xg+(d-1)m <m +(d-1)m’

= Xg+(d-1)m' <m’-d

= Xg+(d-1)m' <m olur.

Buna goére,

Xg, X + M, Xg +2M,...,Xg +(d-1)m’" dederleri
Z/m de @ ©x =b’ denkleminin ayni xo kokuni

belirtirken, Z/m de a®x =b denkleminin d tane
[OBEB(a,m) =d] farkl koklerini belirtirler.

a. Z/4de, 2x+1=3
= 2X =2 olur.

OBEB(2,4) =2 ve 2|2 oldugundan denklemin
¢6zUm kimesi 2 elemanhdir.

2x =2 (mod 4)

= x=1 (mod 2)

=X =1 ve x=1+2=3

= C={1,3} bulunur.

b. m=7 asal oldugundan ¢6ziim kimesi 1 ele-
manhdir.

Z/7 de 4x+6 =5
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=4x+6+1=5+1 (mod 7)
= 4x =6 (mod 7)
=2-4.x=2-6 (mod 7)
= x=5 (mod 7)

:Cz(g) olur.

c. Z/8de, 5x+1=5
= 5x =4 olur.

OBEB(8,5) =1 oldugundan, denklemin ¢dzim
kiimesi 1 elemanlidir.

5x =4 (mod 8)
=5-5-x=5-4 (mod 8)
= x =4 (mod 8)
= C={4} bulunur.
d. Z/9da, 3x+6=4,
= 3x =7 olur.
OBEB(3,9) =3 tur. 7, 3 ile bélinmediginden
C =2 dir.
e.Z/12de, 6x+4=8
= 6x =4 olur.
OBEB(6,12) =6 dir. 4, 6 ile bélinmediginden
C =2 dir.
f. Z/15te, 5x+9=4
= 5x =10 olur.
OBEB(5,15)=5 tir. 510 oldugundan ¢6zim
kiimesi 5 elemanlidir.
5x =10 (mod 15)
= x =2 (mod 3)
=Xy =2, X =5, X3=8, X4 =11, x5 =14
= C={2,5,8,11,14} bulunur.

Etkinlik - 4.160

a. Z/8de, 3x+4y =5
= 3x=5-4y
= 3x=5+4y olur.

OBEB(3,8) =1 oldugundan Z/8 de 3‘Un carp-
ma islemine gore tersi vardir ve bu 3'tlr.

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

3x=5+4y (mod 8)
=3-3x=3-(5+4y) (mod 8)

= x=7+4y (mod 8) bulunur.

)
Esitligi saglayan (?,?) ikililerinin kiimesi

(7:0).6.9.(:2).5:3).(22). 35),
(?, 6),(5, ?)} olur.

b. Z/7 de 5x+3y =4
= 3y =-5x+4 (mod 7)
= 3y =2x+4 (mod 7)
=5.3.y=5-2-x+5-4 (mod 7)
=y=3x+6 (mod 7)
= Z/7 dey =3x+6 bulunur.

c. f(x)=y diyerek, x'i y tiriinden yazacagiz.
Z/7 de y =3x+1
=3x=y-1 (mod 7)
=5.3.-x=5y-5 (mod 7)
= x=5y+2 (mod 7)
= fl(y)=5y+2 (mod 7)
= 2Z/7 de f‘l(y) =5x +2 bulunur.

d. f:2/5_{§}_>2/5, f(x=3xx_+22j ise

Etkinlik -4.161

m asal ise, Z/m de carpim tablosundaki sifirdan
farkli her a satirinda farkl sira ile 0, 1, 2, ..,
m -1 sayilari bulunur.

Bu sayilar a'nin yine farkli sira ile 0, 1, 2, ..,

m-1 katlaridir. Burada a-0=0 olup a'nin sifir-
dan farkl katlari sifirdan farklidir.

Buna gore, asadidaki denkliklerin her birinin sag
yaninda 1, 2, ..., m-1 sayilarindan yalniz biri bu-
lunur.

Bu denklikler taraf tarafa carpilirsa;
a-1=? (mod m)
a-2=? (mod m)
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y a-(m-1)=7? (mod m)

am‘l~1~2~...~(m—1)z1-2-...-(m—1) (mod m)

—=aml=1 (mod m) bulunur.

Etkinlik -4.162

a. 50=1 (mod 11) (Fermat'in kiigik teo.)

=520 =1 (mod 11)
5=5 (mod 11)
=5%=3 (mod 11)

Taraf tarafa carparsak

5123 =4 (mod 11) bulunur.
b. 15 =1 (mod 17) (Fermat'in kiigiik teo.)
=152 =1 (mod 17) dir.
15=-2 (mod 17)
=152 =4 (mod 17)
=15% = -1 (mod 17)
=158 =1 (mod 17)
=15 =9 (mod 17) olur.

15132 =1 (mod 17)

Taraf tarafa carpilirsa
15 =9 (mod 17)

15143 =9 (mod 17) bulunur.

c. 28?2 =1 (mod 23) (Fermat'in kiigiik teo.)
= 28% =1 (mod 23)tur.
28 =5 (mod 23)
=282 =2 (mod 23)
=28 =2 (mod 23) bulunur.

a = (ayan-1---24233323130)
=a=1-ay+10-a; +10%a, +10%a; +...+10" - a,
dir.

a. 1.3g=1-3, (mod 3)
10-a; =1-a; (mod 3)

10%a, =1-a, (mod 3)

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

4 10", =1-a, (mod 3)

a=(ag+ay+ay+...+a,) (mod 3)

b. 1.a5=1-3;, (mod 4)
10%a, =0 (mod 4)

+ 10"-a, =0 (mod 4)

a=(ap+2a;) (mod 4)

a sayisinin birler basamadindaki rakami ile on-
lar basamadindaki rakaminin 2 katinin toplaminin
4 ile bolinmesindeki kalan, a sayisinin 4 ile bo6-
linmesindeki kalana esittir.

c. a‘daki gibi yapiniz.

d.1.ay=1-a5 (mod 11)
10-a; =-1-a; (mod 11)
10%-a, =1-a, (mod 11)
10° ‘a3 =-1-a; (mod 11)

a=ap-a +a,-ag+... (mod 11)

e. 1-ay=1-a, (mod 13)
10-a; =-3-a; (mod 13)
10%-a, = -4-a, (mod 13)
10° a3 =-1-a3 (mod 13)
10*.a, =3-a, (mod 13)
10° -as = 4-a; (mod 13)
10°-a5 = -1-ag (mod 13)

a=ay-3a; —4a, —az +3a, +4as —... (mod 13)

(10’un kuvvetlerinin 13 modiline gére denk-
lerini yazarken, mutlak dederce en kuiclik olan-
larini sectigimize dikkat ediniz.)

Bir 6rnek verelim;

235147 sayisinin 13 ile bélinmesindeki kalani
bulalim:
235 147 58+9-5-4-12+7=3

£ A h 444
4 3-1-4-31

Verilen sayinin 13 ile bdlinmesinde kalan
3'tdr.
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f. e’deki gibi yapiniz.

(10'un, en az 108’e kadar olan kuvvetlerinin
17 modiline gore denklerini bulmaniz gereke-
cektir.)

Etkinlik -4.164

a=a,3,_1---838,33

= a=a+10a; +10%a, +10%a5 +...+ 10"a,

=a=10 iao
10

+a; +10a, +10%a5 +... + 10" 1a,

8n8n_y.-+838,8;

=a= 10(% ap + anan_l...a3a2a1j (mod 13)

Z/13 te, L)) oldugundan
10 10

a=10(4ay +a,a,_1..-833a;) (mod 13) bulunur.
4ag + a,a,_1..-838,3; =b diyelim.

b sayisi 13 ile bollinlirse a=10b sayisinin da 13
ile bollinecedi aciktir. b’'nin 13 ile boélinmesinde
kalan r ise, a’nin 13 ile bélinmesindeki kalan
10 -r nin 13 modiline gére dengi olur.

a. Asadida alt alta yazilmis sayilardan her biri, bir
Ustteki sayinin birler basamaginin 4 katinin geriye
kalan sayiya eklenmesiyle elde edilmislerdir.

13 ile bol. kalan
2345654 —» 10-9=12 (mod 13)
234581 —» 10-10=9 (mod 13)
23462 — 10-1=10 (mod 13)
2354 — 10-4=1 (mod 13)
251 —>T10~3 =4 (mod 13)
3

29 sayisi 13 ile bolunmediginden 2345654 sayisi
13 ile bolinmez.

29 —

29'un 13 ile bolinmesinde kalan 3;
251'in 13 ile bélinmesinde kalan 10-3 =4 ;
2354'ln 13 ile bolinmesinde kalan 10-4=1;

2345654'l0n 13 ile bélinmesinde kalan 12'dir.

b. = de |[L|=[12*Z17|_13 -5 dir.
17 ¢ |10 10

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

a= anan_l...a3a2a1a0
=a-= 10(%% +a; +10ay +10%a5 +... + 10”‘1anj

= a=10(-5ag + a,a,_;...a33,8; ) (Mmod17)
bulunur.

Buna gore; bir dodal sayinin birler basamadinin
5 kati geriye kalan sayidan cikarildidinda elde
edilen sayl 17 ile boélinirse, verilen saylr 17 ile
bolundr.

Elde edilen sayinin 17 ile bélinmesinde kalan r
ise, verilen sayinin 17 ile boélinmesinde kalan
10-r'nin 17 modduliine gore dengi olur.

Ornegin; 57143 sayisinin 17 ile bélinmesinde
kalani bulalim:

17 ile bél. kalan
57143 —> 10-4=6 (mod 17)
5699 — 10-14=4 (mod 17)
524 ——» T10.15 =14 (mod 17)
15

32 —

32 sayisi 17 ile bolinmediginden 57143 sayisi
17 ile bélinmez.

32'nin 17 ile bélinmesinde kalan 15,

524'lin 17 ile bélinmesinde kalan 14,

57143'Un 17 ile bolinmesinde kalan 6'dir.

c. 7/19'da (1J :(“19} 3 dir.
10 10

Bir dodal sayinin birler basamadginin 2 kati
geriye kalan saylya eklendiginde elde edilen sayi
19 ile bolinlrse verilen say 19 ile bélundr.

d. 7/23 te (1J _ (1 s 69} _7 dir.
10 10

Bir dodal sayinin birler basamaginin 7 kati geri-
ye kalan sayiya eklendiginde elde edilen sayi 23 ile
bollinlrse, verilen sayi 23 ile bélundr.
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Etkinlik -4.165

a. 108x-34y =90
= 54x —17y = 45
= 54x ~17y =45 (mod 17)
= 3x=-6 (mod 17)
= x=-2 (mod 17)
=>x=17k-2 (keZ) olur.

Bu degder, sadelestirilmis denklemde yerine ko-
nulursa;

54(17k -2)-17y = 45
=54.17k -108 -17y = 45
=54.17k-17y =17 -9
=54k -y=9
=y =54k -9 bulunur.
C= {(x,y)\x =17k -2, y =54k -9, k e z} dir.
(-2,-9), (15,45), (32,99),... birer gézimddr.

b. 12x +17y =30

= 12x+17y =30 (mod 17)

=12x =13 (mod 17)

= 12x=-4 (mod 17)

= 12x=-4-68 (mod 17)

= x=-6 (mod 17)

= x=17k -6 olur.

Bu deder denklemde yerine konulursa,
12(17k -6) +17y = 30

=12-17k -72+17y =30

=12k +y =6

=y =6-12k bulunur.

C={(xy)x=17k-6, y =6-12k, k e Z} dir.

C. 9x +4y =15
= 9x +4y =15 (mod 4)
= x=3 (mod 4)
= x =4k +3 olur.

9(4k +3)+4y =15

= 9.4k +27 +4y =15
=9% +y=-3
=y =-9% -3 bulunur.

C={(xy)x=4k+3, y=-9%-3, keZz| dir

Etkinlik CozUmleri

Muharrem $ahin

Etkinlik -4.166

Xx+y+z=30
2x +5y -3z =50
carpip taraf tarafa cikaralim:

2x +2y +2z2 =60
_ 2x+5y-3z=50

} sisteminde ilk denklemi 2 ile

-3y +5z=10 olur.
-3y +5z=10
= -3y +5z=10 (mod 3)
=z=2 (mod 3)
=z=3k+2 (keZz) bulunur.

z'nin bu dederini -3y + 5z = 10 denkleminde ye-
rine koyalim:

-3y +5(3k+2)=10
=-3y+4-3k=0
=y =4k olur.

y=4k vez=3k+2 dederleri x+y+z=30
denkleminde yerlerine konulursa x =28 -7k bu-
lunur.

X, Y, z nin pozitif olmasi istendiginden,

28-7k >0, 4k >0ve3k+2>0=0<k <4
olmalidir.

X=28-7k, y=4k ve z=3k +2 esitliklerinde k

yerine 1, 2, 3 dederleri konulursa, pozitif tam sayi
g6zimlerinin kiimesi

G={(21,4,5),(14,8,8),(7,12,11)} olur.

Etkinlik -4.167

a. I. yol (Cin kalan teoremi ile)

x=1 (mod 3)
x =3 (mod 5)}

5%; =1(mod3) = x; =2 (mod 3)
3x, =1(mod5) = x, =2 (mod 5)

m m
X = —Xy3; + —Xp3, (mod m)
m m,

=x=5-2-1+3-2-3 (mod 15)
= x =13 (mod 15) bulunur.
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I1. yol
x=1 (mod 3)
= x=3k+1 olur. (k eZ)

x =3 (mod 5)
=3k+1=3 (mod 5)
=k =4 (mod 5)
=>k=5p+4 (pe2)

x=3k+1 ve k=5p+4
=x=3(5p+4)+1
= x=13+15p
= x =13 (mod 15) bulunur.

III. yol
x=1 (mod 3)
x =3 (mod 5)

= x+2=0 (mod 3)
x+2=0 (mod 5)

X +2 sayisl hem 3’Un hem de 5‘in kati oldu-

gundan, OKEK(3,5) in de katidir.

x+2=0 (mod 15)
= x=-2 (mod 15)
= x =13 (mod 15) bulunur.

. x=2 (mod
x=1 (mod 5)
x=3 (mod 7
x=2 (mod 3)= x+4=0 (mod 3)
x=1 (mod 5)=x+4=0 (mod 5)
x=3 (mod 7)=x+4=0 (mod 7)

X +4 sayisi 3'Un, 5’in ve 7'nin kati oldugundan
OKEK(3,5,7) = 105 in de katidir.

x+4=0 (mod 105)
= x =101 (mod 105) bulunur.

Dider yollarla da ¢6zlnUz.

c. x-3 sayisi 12'nin ve 40'in kati oldugundan,

OKEK(12,40) =120 nin de katidir.

x-3=0 (mod 120)
x =3 (mod 120)

Etkinlik CozUmleri Muharrem $ahin

d.[1] x=2 (mod 5)
x =1 (mod 6)
x =7 (mod 8)

Modil sayilari ikiser ikiser aralarinda asal ol-
madiklarindan, Cin kalan teoremi kullanilamaz.

1. yol

x=2 (mod 5) x =7 (mod 5)

x=1 (mod 6)r = x=7 (mod 6)

x =7 (mod 8) x=7 (mod 8)
)

x —7 sayisi OKEK(5,6,8) =120 nin kati olur.
x-7=0 (mod 120)

=Xx=7 (mod 120) bulunur.

1I. yol
x=2 (mod 5) = x =5k +2dir. (keZ)

x=1 (mod 6)
=5k+2=1 (mod 6)
=k=1 (mod 6)
=k=6p+1 olur. (pe2)

x =5k +2
= x=5(6p+1)+2
= Xx=30p+7 olur.

x =7 (mod 8)
=30p+7=7 (mod 8)
=p=0 (mod 4)
= p =4t olur.

x=30p+7 ve p=4t
= x =30(4t)+7
= x=120t+7
= x =7 (mod 120) bulunur.

e. x -2 sayisi OKEK(8,9,12) =72 nin katidir.
x-2=0 (mod 72)
= x =2 (mod 72) olur.

f. x=1 (mod 3
x=1 (mod 4) = x=1 (mod 60) olur.
x=1 (mod 5
x=0 (mod 7)= x =7k (k eZ) dir.
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x=1 (mod 60) ve x =7k
=7k =1 (mod 60)
= 7k =301 (mod 60)
=k =43 (mod 60)
=k =43+60p(peZ) olur.

x =7k ve k=43+60p
= x=7-(43+60p)
= x=301+420p
= x =301 (mod 420) bulunur.

Etkinlik —4.168
a. A=5x-1=7y+3 esitligini saglayan A sayilari
=-1(mod5)|
sisteminin gozimleridir.
x=3 (mod 7)

Ornek-4.102'deki yontemlerle ¢dzebilirsiniz.

Biz, problemi diofant denklemi olarak ¢dzelim:
5x-1=7y+3

=5x-1=7y+3 (mod 7)

=5x =4 (mod 7)

=x=5 (mod 7)

=>x=7k+5 (keZ) olur.

x'in bu degerleri icin y de tam say!i olacaktir.
A=5x-1 ve x=7k+5

=A=5(7k+5)-1

= A =35k +24

= A =24 (mod 35) bulunur.

A’'nin Ui¢ basamakli en klgik degeri

24 +3-35=129 dur.

b. A=4x+1=6y+1=7z+1 ise A-1 sayilar
OKEK(4,6,7) = 84 (n katlar olurlar.
A-1=0 (mod 84)
= A =1 (mod 84) bulunur.
A'nin Gg basamaklh en kliglik dederi,
1+2.84 =169 dur.

Cc. A=5x+4=8y-1=9z+3 esitliklerini saglayan
A sayilari

x =4 (mod 5)

x =-1 (mod 8); sisteminin gézimleridir.

x =3 (mod 9)

Ornek - 4.102'deki yéntemlerle ¢ozebilirsiniz.

Etkinlik CozUmleri
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Biz problemi asadidaki yontemlerle ¢ozelim:

I. yol (Kalanlan esitleme yontemi)
x =4 (mod 5) denkliginde 4'e 5'in katlar ekle-
nirse denklik bozulmaz. Kalanlara modiillerin kat-

larini ekleme islemini, ilk esitlikler Gzerinde yapa-
lim:

A=5x+4=8y-1=9z2+3
9 7 12
14 15 21
19 23 30
24 31 39

34 39
39

Buna gore; verilen esitlikler,
A =5x'+39 =8y’ +39 =92+ 39 biciminde yazi-
labilir.
A-39=0 (mod 360)
= A =39 (mod 360) bulunur.

A’'nin Gi¢ basamakli en klgik degeri
39 +360-1 =399 ‘dur.

I1. yol (Diofant denklemi olarak ¢6ziim)
5x+4=8y-1

=5x+4=8y-1 (mod 8)

=5x+4=-1 (mod 8)

= x=-1 (mod 8)

= x=8k-1 olur. (keZ2)

x'in 8k —1 bicimindeki dederleri icin y de tam
sayl olur.
5x+4=9z+3 ve x=8k-1
=5(8k-1)+4=9z+3
= 40k -1=9z+3 (mod 9)
= 4k -1=3 (mod 9)
= k=1 (mod 9)
=k=9+1 olur.
x=8k-1 ve k=9p+1
=>x=8(9%+1)-1
= X=72p+7 olur.
A=5x+4 ve x=72p+7
=>A=5(72p+7)+4
= A =360p +39
= A =39 (mod 360) bulunur.
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d. A=3x-2=5y+1=8z+0

1 6 8
4 11 16
7 16

10

13

16

A-16=0 (mod 120)
= A =16 (mod 120)

Uc basamakli en kiciik A, 136’dir.
Ogrendiginiz diger yéntemlerle de ¢dziiniiz.

Muharrem $ahin



