DENKLEMLER VE ESITSIZLIKLER
Cozumli Sorular

Muharrem Sahin

1. x°+ a.|x| +b =0 denkleminin;

. 4 farkli ve gergek kdklnin olmasi igin,
. 3 farkli ve gergek kdklnin olmasi igin,
. 2 farkli ve gergek kéklnin olmasi igin,
. yalniz bir gergek kékinin olmasi igin,
. gergek kokiinlin olmamasi igin

(BN =T ol « 2l )

a ve b hangi kosullari saglamalidir?

2. \/x2 -2x+8 —\/x2 -2x-4 =2
denkleminin gergek sayilardaki ¢ézim
kiimesini bulunuz.

3. Jx+2-20x+1 +yx+10-6Jx+1 =4

denkleminin gergek sayilardaki ¢ézim
kiimesini bulunuz.

4. \/x+2—4\/x—2 +\/X+14—8\/X— =2

denkleminin gergek sayilardaki ¢ézim
kiimesini bulunuz.

5. |x- 2|2 ~|x+2|-4 =0 denkleminin ger-
cek koklerinin toplami kactir?

6. (x-2)(x-3)(x-4)(x-5)=24
denkleminin gergek sayilardaki ¢ézim
kiimesini bulunuz.

7. B -x+Jx-2=1 denkleminin gercek
sayilardaki ¢o6zim kimesini bulunuz.
(TMOZ)

8. 16x>-(M>+n°)x-64 =0 denkleminin

kokleri m ve n olduguna gore, m? +n?

toplami kagtir? (TMOZ)

9. x%+8x+m=0 denkleminin kokleri
rasyonel olduguna gore, m kag degisik
tam sayi deger alabilir?
m’nin pozitif dederleri kag tanedir?

2
10. [x2 —6‘ —‘2x2 —12‘ ~3 -0 denkleminin

gergek koklerinin carpimi kactir? (TMOZ)

11 VX =2 —JX+3
) VX -2 -2x

sayilardaki ¢6zim kimesini bulunuz.

=1 denkleminin gergek

2 _
12. XT-Xy-2x+2y =0 sisteminin
x> +y?—x+y=8

R? deki ¢6zim kimesini bulunuz.

x-vl+ly-2 =6

13.
y=|x—1|—2

} sisteminin R? deki
¢6zim kimesini bulunuz.
x2—2x+y:5

x? —|y+ 1| =-2
¢6zim kimesini bulunuz.

14. } sisteminin  R?deki

x? +|x| -6
|x| +2
sayilardaki ¢6zim kimesini bulunuz.

15. <0 esitsizliginin  gergek

16. I. x*-x+m=0
II. x>-6x-4m=0 (m=0)
denklemleri veriliyor.
II. denklemin kodklerinden biri I. denkle-

min koklerinden birinin 2 katina esit
olduguna gére m kagtir?

-1<x-y<4
17. 5 sistemini, uygun bir x
0<x“-2y<1

dederi ile birlikte saglayan en blylk y
dederi kactir?

18. xy+x+y=3m+2 edrisiile
2Xy — X -y =4 egrisinin,
a. 4 farkli ortak noktalari varsa;
b. 2 farkli ortak noktalari varsa;
C. ortak noktalar yoksa

m hangi en genis aralikta degerler
alabilir?
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1.x%+ alx|+b=0 (1) denkleminin ¢6zim

kiimesinin eleman sayisini incelemek igin
X >0 ve x< 0 durumlari ayri ayri ince-

lenebilir. Ancak; x| =t diyerek,

t> +at+b =0 (2) denkleminin ¢6zim
kiimesi Uzerinde disiinmek daha kolay
yorum yapabilmemize olanak verir.

a. (2) denkleminin pozitif ve farkl iki koku
varken (1) denkleminin 4 farkli kdki olur.
0 <ty <t, kosulunun saglanmasi igin ;

A>0 a®>-4b>0
t;-t,=b>0} = b>0
t1+t2:—a>0 a<0

olmalidir. Bu durumda,

|X| = tl = Xl = _tll X2 = tll

|X| = t2 = X3 = —tz, X4 = t2 O|Up
(1) denkleminin ¢6zim kimesi,

C = {—tl, tl,—tz, tz} Olur.

b. (2) denkleminin koklerinden biri pozitif
digeri sifir iken [x =0 = x =0 olacagin-
dan (1) denkleminin 3 farkli kokd olur.
0 <ty <t, kosulunun saglanmasi igin ;

tl . t2 . b S 0 b = O
=
t1+t2:—a>0 a<0
olmasi yeter. Bu durumda, (1) denklemi-
nin ¢6ztm kimesi, C ={0,-t,,t,} olur.

C. (2) denkleminin koéklerinin ters isaretli
oldugu ya da iki kath pozitif koklinin
oldugu durumlarda (1) denkleminin 2
farkl koka olur.
I. 0 <ty =t, kosulunun saglanmasi igin
A=0 a>-4b=0
t1+t2:—a>0 a<0
olmahdir.
II. t; <0 <t, kosulunun saglanmasi igin;

tj-t, <0 = b <0 olmasi yeter.

Bu durumda, C ={-t,,t,} olur.

d. (2) denkleminin kdklerinden birinin sifir
digerinin diderinin negatif olmasi duru-
munda (1) denkleminin yalniz bir koki
olur.

t; <0 =t, kosulunun saglanmasi igin ;
tl . t2 . b S 0 b = O
=
t1+t2:—a<0 a>0
olmasi gerekir. Bu durumda, (1) denkle-
minin ¢6zim kimesi, C = {0} olur.

e. (2) denkleminin koklerinin olmadigi ya
da koklerinin negatif oldugu durumlarda
(1) denkleminin gercek koku yoktur.

I. (2) denkleminin gercek koklerinin
olmamasi igin,

A<0 = a’-4b<0
olmahdir.
II.t; <t, <0 kosulunun saglanmasi igin ;

A>0 a®>-4b>0
t;-t,=b>0} = b>0
t1+t2:—a<0 a>0

olmasi gerekir.

2. \/x2 -2x+8 —\/x2 -2x-4 =2
! Bu tip sorularda degisken dénustiriir-

ken, yalniz x?-2x’e dedil kok icindeki
ifadelerden birinin tamamina t denilirse
islemler daha kisa olur.

X2 -2x -4 =t diyelim.
Jo1z-E-2

= Jt+12 =Vt +2

St+12=t+4+4t

=t=2 =t=4 bulunur.

X2 -2x-4=4 = C={-2,4} olur.

3. x+2-20x+1 +x+10-6Jx+1 = 4

denkleminin ¢6zim{,
\/a+b¢2\/a_ =\/(\EJ7\/E)2 =‘\E¢\/E‘

esitliginin bir uygulamasidir.
! ifade kare kék disina cikarilirken mutlak
deder unutulmamalidir.

X+2-2[x+1 =\/(\/X+1—1)2 =‘\/X+1—1‘ ve
X+1+1 (x+1)1

Jx+10-6Yx +1 :JX+10_2 ox + 9
X+1+9 (x+1)-9

= J(Wx+1-3)
~Vx+1-3
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oldugu dikkate alinirsa,

\/x+2—2\/x+1 +\/X+10—6\/X+ =4
:‘\/x+1—1‘+‘\/x+1—3‘=4 olur.

VX +1 =t dersek; denklem,
|t-1+|t-3] =4 denklemine dénisur.

I. t< 1 ise;

t-1+t-3=4=-t+1-t+3=4
=t=0 olur.
Vx+1=0=x=-1= G ={-1}dir.

II. 1<t< 3 ise;

t-1+t-3=4=>t-1-t+3=4
=2=4
Esitlik saglanmaz. G, = @ dir.

III. t > 3 ise;
t-1+t-3=4=>t-1+t-3=4
=t=4 olur.
Vx+1=4=x=15= C; = {15}dir.

Denklemin gercek sayilardaki en genis

¢6zim kiamesi,

C=C uGuC; =C={-1,15} olur.

4. \/x+2—4\/x—2 +\/x+14—8\/x— =2

X-2+4 x-2+16
Ve RN

VX -2 =t dersek; denklem,
|t - 2| + |t - 4| =2 denklemine doénisir.

=2 olur.

I t< 2 ise;
|t—2|+|t—4|:2:—t+2—t+4:2
=t=2 olur.
Bu deder inceledigimiz aralikta dedildir.
Gy =@ dir.
II. 2<t< 4 ise;
t-2|+[t-4=2=>t-2-t+4=2
=2=2
[2,4) araligindaki her t dederi denklemi
saglar.
2<Jyx-2<4=>4<x-2<16
=>6<x<18 = C, =[6,18) dir.
III. t > 4 ise;
t-2|+[t-4=2=>t-2+t-4=2
=t=4 olur.

YXx-2=4=x=18 = C3 = {18} dir.

Denklemin gercek sayilardaki ¢6zim
kiimesi,

C=CGuCGuts
=>C=0uU[6,18)u {18} = C=[6,18] olur.

5. [x- 2|2 —|x + 2| —-4=0 denkleminde, ilk

terimde mutlak deder kullaniimasi gerek-
sizdir.
! Bu tip sorularda |x+2| yerine bir kere

-X -2, bir kere x+2 konularak ¢6zim
yapilmasi hatalara yol agar. Bunlarin han-
gi kosulla konuldugu dikkate alinmalidir.
I. x< -2 ise;
(x-22 - (x-2)-4=0=x>-3x+2=0
=>x=1lveyax=2 =G =0
II. x > -2 ise;
(x-2P - (x+2)-4=0=x%x>-5x-2=0

X = 2-V29 _E/E veya x=—5 +£/E

iki deder de x > -2 araliindadir.
Koklerin toplami 5 olur.

6. (x-2)(x-3)(x-4)(x-5)=24
=>(X-2)(x-5)(x-3)(x-4)=24
= (X2 - 7x+10)(x% - 7x +12) = 24

x? -7x+10 =t dersek; denklem,
t-(t+2) =24 denklemine doénusur.

=>t?+2t+10=4 =t=4veyat=-6olur
x2-7x+10 =4 = x =1 veya x=6;
x2 -7x+10=-6 = x € & dir.
C={1,6} olur.

7. PB-x+x-2=1

x -2 =t dersek; denklem,
31 -t +t =1 denklemine donustur.

S3A-t=1-4t
S1-t=1-3Jt+3t-tt
= 4t-3Vt-tJt =0

>ttt -3-1)=0

Burada esitlik \/E ile kisaltiimamalidir.

Kisaltilirsa esitligin saglandigi vt =0 du-
rumu dederlendirilmemis olur.
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Jt@Jt-3-t)=0
=Jt=0veyat-4/t +3=0
Jt=0 = x=2;
t-4Jt+3=0vet=p
=p?-4p+3=0 =>p=1veyap=3
= t=1veyat=9
= X =3 veya x =11 bulunur.
C=1{2,3,11} olur.

b C
8. xy+%X,=-=, X; Xy =~
a a

m> +n>
=>m+n-= , m-n=-4
16
2 2
:>m+n:(m+n)(m16—mn+n )

! Burada esitlik m+n ile kisaltiimamaldir.
Kisaltilirsa esitligin saglandigi m+n=0
durumu dederlendirilmemis olur.

(m +n)(m2 +n? +4)
16
= m+n=0 veya m? +n? =12 olur.

m+n=

m+n=0vem-n=-4

2

=m?+2mn+n =0 = m? +n? = 8 bulunur.

m? +n? toplami 8 ve 12 degerlerini alabilir.

9. x%+8x+m=0 denkleminde,
b2
A:(Ej -ac => A=16-mdir.

Kokleri veren formul géz 6nline alinirsa,

kéklerin rasyonel sayi olmasi, A'nin karekd-
kiindn bir rasyonel sayl olmasini gerektirir.
Bu kosulu saglayan sinirsiz sayida meQ

bulunabilir. Yine sinirsiz sayida meZ
vardir A =16 -m ifadesini tam kare yapan
m e Z* dederleri ise 0, 7, 12, 15, 16 olup
bes tanedir.

2
10. x2—6‘ —‘2x2—12‘—3:0

= (X2 -6)? —2‘x2 —6‘—3 -0
‘xz —6‘ =t dersek; denklem,

t> -2t -3 =0 denklemine donusiir.

t?-2t-3=0 = t=-1veyat=23olur.
‘x2—6‘¢—1

‘x2—6‘=3 = x?>=3veyax?=9

= X = 743 veya x = 3 bulunur
C-=

{—\/5, \/5, -3, 3} olur.

VX =2 —JX+3
11, =~ = = "= -1
VX -2 -2X
=X -2 - Jx+3 =Jx -2 -2x
=X+ 3 =2X
=x+3=4x2ve2x>0
=4x2_x-3=0ve x>0

3(x:1veyax:_7;?')vex20

= x =1 olur.
x =1 dederi, verilen denklemdeki /x -2
ifadesini gergek sayl yapmaz.
C =9 olur.
12. x2 -Xy-2x+2y=0 (1)}
x2+y2—x+y=8 (2)
Yerine koyma ydntemini uygulayalim:

(1) denkleminin sol yani carpanlarina
ayrilabilir.

X(x-y)-2(x-y)=0
=>(X-y)(x-2)=0 = y=xveyax=2
I. y = x dederini (2) de yerine koyalim.

X2 +x2-X+X=8 = x=-2 veya X =2
=G = {(—2, —2),(2,2)} olur.
II. x =2 dederini (2) de yerine koyalm.
y2+y-6=0 = y=-3veyay=2
=G, = {(2, -3),(2, 2)} olur.

Denklemin R?deki ¢oziim kiimesi,
C=GuG

= C={(-2,-2),(2,-3),(2,2)} dir.

13. x-y|+|y-2|=6 (1)}
y=[x-1-2 (2)

(2) deki y degerini (1) de yerine
koyalim:
|x+2—|x - 1|| + ||x -1]- 4| = 6 bulunur.
I. x< 1 ise;

[x+2+x-1|+|-x-3[=6 olur.
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Buradaki kritik degerler -3 ve _71dir.
a. x < -3 ise;
2X-1-x-3=6=>x=-3

=G = dir.

b. —35x<_—1 ise;

2
-2Xx-1+x+3=6=>x=-4
= G, = dir.

-1 .
c. —<x<1 ise;
2

2X+1+X+3:63X=§

~o- {35

II. x >1 ise;
|x+2—x+1|+|x—1—4|=6

=|x-5=3 = x=2veyax=8
=Cy = {(2,—1),(8,5)} dir.

Denklemin R?deki ¢oziim kiimesi,

c =C1UC2UC3 UGy
=C- {(%,%Sj,(z,—l),(S,S)} olur.

2 -
14. X“-2x+y=5 (1)}

x? |y +1=-2 (2)
y dederi (1) den gekilip (2) de ya da (2)
den cekilip (1) de yerine konulabilir. Biz,
mutlak dederin getirecedi islemlerden bir
an Once kurtulmak icin, (2) den vy
dederini gcekelim:
x2—|y+1|=—2 :|y+1|:x2+2

I. y< -1 ise;
y-1=x2+2 =vy=-x*-3 olur
Bu dederi (1) de yerine koyarsak;
x2 -2x-x2-3=5=x=-4ve
G, = {(—4,—19)} bulunur.

II. y > -1 ise;
y+1=x?>+2 =y=x*+1 olur.
(1) de yerine koyalim.
x2—2x+x2+1=5:>x=—1veyax:2

=G, = {(—1,2),(2,5)} olur.

Denklemin R?deki ¢6ziim kiimesi,
C=GuG;
== {(_41—19):(—1,2),(2,5)} bulunur.

15. Kesrin paydasi pozitif oldugundan

x2 +|X -6

X +2
I. x< 0 ise;

X2 -x-6<0=(Xx-3)(x+2)<0

=>-2<x<3vex<0 = C; =[-2,0)
II. x >0 ise;

X2 +x-6<0=(x+3)(x-2)<0
=-3<x<2vex20 =G, =[0,2]
Esitsizligin R deki ¢cozim kimesi,
C=CuG =C=[-2,2] olur.

<0 3x2+|x|—6£0 olur.

16. I. x*-x+m=0
II. x>-6x-4m=0 (m=0)
denklemleri verilmistir.

I. denklemin koklerinden biri t, II.
denklemin koklerinden biri 2t olsun.

t?2-t+m=0 (3)
4t2 - 12t-4m=0 (4)
(3) ve (4) iki bilinmeyenli bir denklem
sistemi olusturur.
Cozelim:
(3) ve (4) U taraf tarafa toplarsak,
2t -4t=0 =>t=0veyat=2
t=0icinm=0;
t =2 igin m = -2 bulunur.

-1<x-y<4

17. } sistemini, uygun bir x

0<x?-2y<1
dederi ile birlikte saglayan en buyuk y
dederini bulacadiz.

Boyle 2. ya da daha yliksek dereceden
terimler igeren esitsizlik sistemlerinde,
sistemi saglayan sayr araliklarini,
esitsizliklerin sadelestirme, genisletme,
toplama gibi 0zelliklerini kullanarak
bulmaya calismak hatalara yol acabilir.
Co6zum icin, analitik dizlemde bu esit-
sizliklere karsihk gelen kimelerden
yararlaniimahdir.
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Esitsizlikler y'ye gore dlzenlenirse, analitik

dizlemdeki kime daha kolay gorulir:

1<x-y<4 X-4<y<x+1
=

O<x2—2y<1} %XZ—ISyS%XZ

YA

/|

Sekilden, istenen y dederinin y = x +1
dogrusu ile y = %xz —1 paraboliiniin kesim
noktasi oldugu gorulir.

%X2—1:X+13X:1+\/§, y:2+\E

18. Egrilerin kesim noktalari, denklem
sisteminin ¢6zlim kimesinin elemanlari-
dir. Denklemlere dikkat edilirse, x +y ve
X-y dederlerinin kolayca
bulunabilecegi gorular. Bundan
esinlenerek, edrilerin (x,y) noktalarina
karsilik gelen x ve y dederleri bir 2.
derece denkleminin kokleri sayilirsa; bu
denklemin koklerinin sayisi ile egrilerin
kesim noktalarinin sayisi arasinda bir
baglanti kurulmus olur.

Xy +X+y=3m+2
2Xy -x-y=4 }
> X+y=2myve xy=m+2

x ve y degerleri, t>-2mt+m+2=0
denkleminin kokleri sayilabilir.
Denklemin t; ve t, kokleri igin
tj=xve t,=y yada tj=y ve t, =X
yazilabileceginden denklemin her bir
koki bir kesim noktasina karsilik gelir.

a. Oyleyse egrilerin 4 farkli kesim
noktalari olamaz.

b. Egrilerin 2 farklh kesim noktalarinin
bulunmasi icin denklemin iki farkh
kékindan olmasi gerekir.

Buna goére; A >0 olmalidir.

A=m?-m-2>0 > m<-1veyam>2
olmasi gerekir.

C. -1<m<2ise A <0 olacagindan egriler
kesismez.

m=2 ve m=-1 dederleri icin de bir
aciklama getirmek gerekir:
m = 2 icin denklemin iki kat koku olup
egrilerin, buna karsilik gelecek noktada
tedet olacaklarini soOyleyebiliriz. Bu
noktanin  koordinatlari da kolayca
bulunabilir. Sadace t Ili denkleme
baka-rak m=-1 igin de ayni seylerin
sOylenebilecedi duslinllebilir. Ancak; m
tirinden verilmis denklemin, m=-1
icin, kesisen iki dogruya karsilik geldigi
goraldr.

Xy+X+y=3m+2vem=-1
=>Xy+X+y+1=0
=>(x+1)-(y+1)=0
Bu denklem x=-1vey=-1
dogrularinin birlikte denklemidir.
Bu dogrularla diger egri, (-1,-1)
noktasinda kesisirler



