Sinus ve Kosinusler
Toplam ve Carpimlari

Derleyen
Halit Celik
Matematik Ogretmeni




Sin ve cos toplamlariile ilgili formdullerin ispati

Hazirlayan: Halit Celik
Matematik Ogretmeni

Soru:

sin (n ; 1 x) sin (% x)
sin(3)

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + -+ + sin(nx) =

oldugunu timevarimla ispatlayiniz..

Cozim:

1. Onermeyi P(n) ile ifade edelim

n=1icin

sinxsin (E)

P(1) = sinx = = sinx

olup P(1) dogrudur.
2. n=k icin 6nermemiz

sin (k -2}_ 1 x) sin (% x)

sin (E)
2
dogru olsun. n=k+1 i¢in dogrulugu gosterilirse dGnermemiz ispatlanmis olur.

sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(kx) =

P(k) ifadesinin her iki tarafina sin[(k+1)x] ifadesini ekleyelim.

. (k+1 . (k
sin ( > x) sin (7 x)
s )

_ sin (k ; 1 x) sin (g x) + sin (%) sin[(k + 1)x]
i on )
_ sin (k ; 1 x) sin (g x) + 2sin (% x) cos (k -ZI_ 1 x) sin (%)
sin (%)
_ sin (% x) [sin (g x) + 2cos (k ; 1 x) sin (%)]
sin (%)
_ sin (k ; 1) [sin (%x) + sin (k -ZI_ 2 x) — sin (g x)]
sin (%)
(20 a5

)

sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(kx) + sin[(k + 1)x] =

olur.Yani P(k + 1) dogrudur. Bu nedenle

+ sin[(k + 1)x]



sin (n ; 1 x) sin (g x)
sin (%)

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + --- + sin(nx) =

onermesi dogrudur.

Soru:

Her neN"igin
sin [g x] cos (nT-l-l x)

sin (3)

cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) =

oldugunu timevarimla ispatlayiniz.

¢Cozim:
Onermeyi P(n) ile ifade edelim,
1. n=1igin

sin (%) cosx

()

CoOSX = = C0SXx

olur. Yani k=1 i¢cin 6nerme dogrudur.
2. n=kicin

sin [g x] cos (% x)

)

onermesinin dogru oldugunu kabul edelim ve n=k%1 igin dogru oldugunu gosterelim

sin[k -2I- 1x] cos(k -2I- zx)
sin (%)
olursa 6nermenin dogrulugu gosterilmis olur. Esitligin her ili yanina cos[(k+1)x] ekleyelim
. [k k+1
sin [7 x] cos ( 5 x)
sin (%)
sin (% x) cos (% x) +cos[(k + 1)x] sin (%)
sin (%)
sin (gx) cos (k -ZI_ 1 x) + [1 — 2sin? (k -ZI_ 1 x) - 1] sin (%)
sin (%)
sin (% x) cos (k -ZI_ 1 x) + sin (%) — sin (% x) 2sin (k ; 1 x) sin (%)

sin (%)

cosx + cos2x + cos3x + -+- + cos(kx) =

Esitligin ikinci yani

cosx + cos2x + cos3x + -+- + cos(kx) + cos[(k + 1)x] = + cos[(k + 1x




sn () cos (£312) 4 sn (5) s (1) eos (52) o (4520

- sin (%
)+Sln(k; 1)cos(k;2x)

sin (£2) cos (F22x) 4 sin (2) — cos (£ ()(

sin (%x) cos (k —5 1x) — cos (%x) sin (k —5 1 ) + sin (%) + sin (k ; 1) cos (k ; Zx)

)
X
sin (3)
sin (%x) cos (k ; 1 x) — cos (gx) sin (k ; 1 x) + sin (%) + sin (k ; 1) cos (k ; 2 x)
sin (3)
sin (gx — %x) + sin (926) + sin (%) cos (k ; 2 x)
sin (%)
~ sin (— %) + sin (%) + sin (k -2}_ 1) cos (k ; 2 x)
- sin (%)
B sin(k + l)cos(k + Zx)

2

n(3)

olarak bulunur. Yani P(k+1) dogrudur. Buna gore

sin [g x] cos (nT-l-l x)

n3)

cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) =

onermesi dogrudur.



Ayrica

— pntl
1+r+ri4+r3+.+r" =
1-—r
esitliginde r yerine z = cosx + isinx sayisi kullanilirsa:
1— Zn+1
1+z+z24+23++2z" = -

Bilindigi gibi z™ = cos(nx) + isin(nx) oldugundan
1 + cosx + isinx + cos2x + issn2x + cos3x + isin3x + --- + cosnx + isin(nx)
_ 1 —cos[(n+1)x] —isin[(n + 1)x]
B 1 — cosx — isinx
1+ cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) + i(sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(nx))

1—1+ 2sin? (n; 1x) — iZSin(n -2}_ 1x)cos (n;— 1x)
1—1+ 2sin? (%) — i2sin (%) cos (%)

2sin (n ; L x) [sin (n -ZI_ L x) —icos (n ; L x)]
2sin (3) [sin (3) = cos (3)]

. X . X .
pay ve payda sin (Ej+ i COS(EJ ile carpilirsa

i () [ () = deos (152 s (3) + s (5)
s 5) o () ~ o ()] (0 () + 0 (3))

ters donlisiim uygulanir ve sadelestirilirse
_ sin (n ; 1 x) cos (% x) + isin (n ; 1 x) sin (%x)
sin (%)

cos (g x) sin (n -ZI_ 1 x) sin (% x) sin (nT-I-l x)
- sin (ﬁ) i sin (E)
2 2

olur.1ki karmasik sayinn esitlgnden

)

cos ( ) sin (
1+ cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) = =
sin (7)

sinx + sin2x + sin3x + --- + sin(nx) = st (7 x) sin( 2 x)

)

ifadeleri elde edilir.



z™ — 1 = 0 denkleminin kdklerinden faydalanarak

sin ve cos carpimlarinin degerlerini bulma

Hazirlayan: Halit Celik
Adiyaman Anadolu Lisesi
Matematik Ogretmeni

Soru:

sin (%) sin (%T) sin (%T) ..Sin <(n _nl)ﬂ> = 2:—1

oldugunu gosteriniz.
Gozum:
z™ =1 denklemi z™ — 1 = 0 yazilir ve ¢arpanlara ayrilirsa
2" —1=-DE" " +z" %+ +2z2+2z+1)
seklinde yazilir. Bu denklemin koklerinden birisi 1 dir. Diger kokleri
zZ" 4+ 2"+ 22+ 24+ 1=0
denkleminin kokleridir. Bu koklerden birincisi;

2 2w
W = cos— + isin— ise
n n

(an) +isi (k2n) ] X
Wy = cos|— |+ isin|— ) yaniw, = w
k n n y k
olur. Buna gore
V422 4+ 224+ 241 =(z—wW)z—wH)(Zz-w3) .. (x —w" D)

seklinde yazilabilir. [Zira bilindigi gibi x™ + x™*™1 + x™"™2 + --- + x2 + x + 1 = 0 denkleminin kékleri
X1 Xg, e, Xpisext+ x4+ x2+x+1=(x—x)(x—x,)..(x — x,,) olarak yazilir]

Yukaridaki esitlikte z = 1 alinirsa esitligin birinci tarafinin toplami n olur. Yani
A-w@A-wHa-wd).AQ-w"H=n

olur. Simdi 1 — w¥ yi ve bu sayinin uzunlugunu hesaplayalim:

X 2km - (2km
1—wh = 1—cos(—)+lsm<—)
n n



] km  (km
1—-wk=1—-(1-2sin?|—) |+ i2sin(—)cos
n n
- (km - (kn ] km
1 —wk = 2sin (—) sin (—) +icos (—)
n n n

- (kn - (kn ] km
2sin (—) sin (—) + icos (—)‘
n n n

11— wk| =

olur. Burada

km

n

oldugundan
|1 — w¥| = 2sin (k_rr)
n
olur. Bu degerlendirmeye gore:
A-w(A-wHa-wd).A-wrH=n
esitliginin her iki tarafinin uzunlugu yazilirsa

1 —w||1 —w?||1 —=w3|..|1—=w"1| =|n|

2sin (g) 2sin (%T) 2sin (%T) .. 28in (@) =n
2" 1sin (g) sin (27”) sin (37”) ..Sin <@> =n

sin (%) sin (2%) sin (3%) .. Sin ((n _nl)ﬂ> = 2:—1

olarak bulunur. Bu ifadede

)

sn () s ()| = [(sn(£2)) + (cos(25)) =

(D



n-1
oldugundan n tek sayive m= 5 alinir ve yukaridaki degerler (1) ifadesinde yerine yazilirsa

a2 ()t () ()

o sl o n-1 .
olur. Her iki yanin karekoéki alinirsa m = = olmak lizere

sin (%) sin (2%) sin (3%) ..Sin (%) = ﬂ

sonucuna ulasilir.

1.Sonug:
. T 2r mz )\ . . .
n=2m+1 olmak lizere Cos(—jcos(—j---cos(—j ifadesinin degerini bulunuz.
n n n
Cozim:

(5 oo 2 o )
A = cos| — |coS| — |---CcOS| —
n n n

T 21 3 mmn
\Jn = 2Msin (—) sin (—) sin (—) ..Sin (—)
n n n n
dir. Bu iki esitlik taraf tarafa carpilirsa:

2T 4 6m 2mmn
VnA = sin (—) sin (—) sin (—) ..sin (—)
n n n n

olsun. Bir 6nceki sorudan

Bu ifadede

. - /2mm o ((n—=Dm _ T I
2m = n — 1 oldugundan sin (—) = sin <—) = sin (n - —) = sin (—)
n n n n

5 - (2m-2)m - ((n—=-3)m /37
2m — 2 =n — 3 oldugundan sin| ——— sin|———| =sin <—>

n n n

sin <—(n —nS)n> = sin (%T)

(2m — 4)7T>

2m — 4 =n — 5 oldugundan sin < -

Bu degerler yerine yazilirsa ifademiz.



VnA = sin (27”) sin (47”) sin (67”) ..sin (57”) sin (37”) sin (E)

n
yani
T 2T 3w mm
VnA = sin (—) sin (—) sin (—) ..sin (—)
n n n n
n
\/ZA = Z_m ve
1
A= COS(EJCOS (z_ﬁj...cos(@j = — olarak bulunur.
n n n 2m
2.Sonug:

n=2m-+1 olmak tzere COS(EJ Cos(z—ﬂj---cos(m)--cos(wj ifadesinin degerini bulunuz.
n n n n

Cozim:

A= cos[zjcostz—ﬁjmcos(%) = i
n n n 2m

oldugunu biliyoruz. Soruda verilen ifadede
(n—Dm\ Ty s
coSs (T) = CcoS (T[ — E) = —CO0S (5)
[(n—Z)ﬂ'J ( 27[) [27[)
Ccos =CO0S| 7w —— |=—CO0S| —
n n n
((n—3)7rj ( 37rj (37rj
COS =C0S| 7 —— |=—CO0S| —
n n n

oldugundan verilen ifade

ol ol ool ol ol el el )

olarak yazilir. Verilen bilgiye gore m cift bir sayi oldugundan ifadenin isareti pozitif olur. Dikkat edilirse



V4 2 mz mz 3 2 Vs )
B =cos| — |cos| — |---c0oS| — |c0oS| — |---c0S| — |coS| — |cos| — [= A
n n n n n n n

A A

Yani:

olarak bulunur.



