
Sin ve cos toplamları ile ilgili formüllerin ispatı 

Hazırlayan: Halit Çelik 

 Matematik Öğretmeni 

 

Soru: 

sinሺݔሻ ൅ sinሺ2ݔሻ ൅ sinሺ3ݔሻ ൅ ⋯൅ sinሺ݊ݔሻ ൌ
݊݅ݏ ቀ݊ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݊2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

olduğunu tümevarımla ispatlayınız.. 

Çözüm: 

1. Önermeyi P(n) ile ifade edelim 

n=1 için  

ܲሺ1ሻ ൌ ݔ݊݅ݏ ൌ
݊݅ݏݔ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
ൌ  ݔ݊݅ݏ

olup P(1) doğrudur. 

2. n=k için önermemiz 

ݔ݊݅ݏ ൅ ݔ2݊݅ݏ ൅ ݔ3݊݅ݏ ൅⋯൅ sinሺ݇ݔሻ ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

doğru olsun. n=k+1 için doğruluğu gösterilirse önermemiz ispatlanmış olur. 

P(k) ifadesinin her iki tarafına sin[(k+1)x] ifadesini ekleyelim. 

ݔ݊݅ݏ ൅ ݔ2݊݅ݏ ൅ ݔ3݊݅ݏ ൅⋯൅ sinሺ݇ݔሻ ൅ sinሾሺ݇ ൅ 1ሻݔሿ ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
൅ sin	ሾሺ݇ ൅ 1ሻݔሿ 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ሾሺ݇݊݅ݏ ൅ 1ሻݔሿ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ2 ቀ݇ ൅ 1
2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ቂ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ൅ ݏ݋2ܿ ቀ݇ ൅ 1
2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁቃ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ቂ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ െ ݊݅ݏ ቀ݇2 ቁቃݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 2

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

.ݎݑ݈݋ ܻܽ݊݅	ܲሺ݇ ൅ 1ሻ doğrudur. Bu nedenle 



sinሺݔሻ ൅ sinሺ2ݔሻ ൅ sinሺ3ݔሻ ൅ ⋯൅ sinሺ݊ݔሻ ൌ
݊݅ݏ ቀ݊ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݊2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

önermesi doğrudur. 

 

Soru: 

Her nN+ için 

ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅⋯൅ cosሺ݊ݔሻ ൌ
sin	ቂ݊2 ቃݔ ݏ݋ܿ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

olduğunu tümevarımla ispatlayınız. 

 

Çözüm: 

Önermeyi P(n) ile ifade edelim, 

1. n=1 için 

ݔݏ݋ܿ ൌ
݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ݔݏ݋ܿ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
ൌ  ݔݏ݋ܿ

olur. Yani k=1 için önerme doğrudur. 

2. n=k için  

ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅⋯൅ cosሺ݇ݔሻ ൌ
sin	ቂ݇2 ቃݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

önermesinin doğru olduğunu kabul edelim ve n=k%1 için doğru olduğunu gösterelim 

Eşitliğin ikinci yanı 

sin	ቂ݇ ൅ 1
2 ቃݔ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2

2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

olursa önermenin doğruluğu gösterilmiş olur. Eşitliğin her ili yanına cos[(k+1)x] ekleyelim 

ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅⋯൅ cosሺ݇ݔሻ ൅ cosሾሺ݇ ൅ 1ሻݔሿ ൌ
sin	ቂ݇2 ቃݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
൅ cos	ሾሺ݇ ൅ 1ሻݔ 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁ൅cosሾሺ݇ݔ ൅ 1ሻݔሿ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ቂ1 െ ଶ݊݅ݏ2 ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ െ 1ቃ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ െ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ݊݅ݏ2 ቀ݇ ൅ 1
2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ 



ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ െ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁݔ ቂܿݏ݋ ቀ݇2 ቁݔ െ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁቃݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ െ ݏ݋ܿ ቀ݇2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ െ ݏ݋ܿ ቀ݇2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ൅ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ െ ݏ݋ܿ ቀ݇2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ൅ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇2 ݔ െ

݇ ൅ 1
2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ൅ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀെ2ݔቁ ൅ ݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ൅ ݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݇ ൅ 1

2 ቁ ݏ݋ܿ ቀ݇ ൅ 2
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

olarak bulunur. Yani P(k+1) doğrudur. Buna göre 

ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅⋯൅ cosሺ݊ݔሻ ൌ
sin	ቂ݊2 ቃݔ ݏ݋ܿ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

önermesi doğrudur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ayrıca 

1 ൅ ݎ ൅ ଶݎ ൅ ଷݎ ൅ ⋯൅ ௡ݎ ൌ
1 െ ௡ାଵݎ

1 െ ݎ
 

eşitliğinde r yerine ݖ ൌ ݔݏ݋ܿ ൅  : sayısı kullanılırsa ݔ݊݅ݏ݅

1 ൅ ݖ ൅ ଶݖ ൅ ଷݖ ൅⋯൅ ௡ݖ ൌ
1 െ ௡ାଵݖ

1 െ ݖ
 

Bilindiği gibi  ݖ௡ ൌ cosሺ݊ݔሻ ൅   ሻ olduğundanݔሺ݊݊݅ݏ݅
1 ൅ ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ݊݅ݏ݅ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔş݊2ݏ݅ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅ ݔ3݊݅ݏ݅ ൅⋯൅ ݔ݊ݏ݋ܿ ൅  ሻݔሺ݊݊݅ݏ݅

ൌ
1 െ cosሾሺ݊ ൅ 1ሻ ሿݔ െ ሾሺ݊݊݅ݏ݅ ൅ 1ሻݔሿ

1 െ ݔݏ݋ܿ െ ݔ݊݅ݏ݅
 

1 ൅ ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅⋯൅ cosሺ݊ݔሻ ൅ ݅ሺݔ݊݅ݏ ൅ ݔ2݊݅ݏ ൅ ݔ3݊݅ݏ ൅⋯൅ sinሺ݊ݔሻሻ 

ൌ
1 െ 1 ൅ ଶ݊݅ݏ2 ቀ݊ ൅ 1

2 ቁݔ െ ݊݅ݏ2݅ ቀ݊ ൅ 1
2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ݊ ൅ 1

2 ቁݔ

1 െ 1 ൅ ଶ݊݅ݏ2 ቀ2ݔቁ െ ݊݅ݏ2݅ ቀ2ݔቁ ݏ݋ܿ ቀ
ݔ
2ቁ

 

ൌ
݊݅ݏ2 ቀ݊ ൅ 1

2 ቁݔ ቂ݊݅ݏ ቀ݊ ൅ 1
2 ቁݔ െ ݏ݋ܿ݅ ቀ݊ ൅ 1

2 ቁቃݔ

݊݅ݏ2 ቀ2ݔቁ ቂ݊݅ݏ ቀ
ݔ
2ቁ െ ݏ݋ܿ ቀ2ݔቁቃ

 

pay ve payda  sin cos
2 2

x x
i

      
   

  ile çarpılırsa 

ൌ
݊݅ݏ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ ቂ݊݅ݏ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ െ ݏ݋ܿ݅ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁቃݔ ൬݊݅ݏ ቀ

ݔ
2ቁ ൅ ݏ݋ܿ݅ ቀ

ݔ
2ቁ൰

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ ቂ݊݅ݏ ቀ
ݔ
2ቁ െ ݏ݋ܿ ቀ2ݔቁቃ ൬݊݅ݏ ቀ

ݔ
2ቁ ൅ ݏ݋ܿ݅ ቀ2ݔቁ൰

 

ters dönüşüm uygulanır ve sadeleştirilirse 

ൌ
݊݅ݏ ቀ݊ ൅ 1

2 ቁݔ ݏ݋ܿ ቀ݊2 ቁݔ ൅ ݊݅ݏ݅ ቀ݊ ൅ 1
2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ݊2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

 

ൌ
ݏ݋ܿ ቀ݊2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
൅ ݅

݊݅ݏ ቀ݊2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ
݊ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

.ݎݑ݈݋ İ݇݅	݇ܽܽ݉ݎşଓ݇	ݕܽݏଓ݊ଓ݊	݁ş݈݅ݐğ݊݀݁݊ 

1 ൅ ݔݏ݋ܿ ൅ ݔ2ݏ݋ܿ ൅ ݔ3ݏ݋ܿ ൅⋯൅ cosሺ݊ݔሻ ൌ
ݏ݋ܿ ቀ݊2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ݔ݊݅ݏ ൅ ݔ2݊݅ݏ ൅ ݔ3݊݅ݏ ൅⋯൅ sinሺ݊ݔሻ ൌ
݊݅ݏ ቀ݊2 ቁݔ ݊݅ݏ ቀ

݊ ൅ 1
2 ቁݔ

݊݅ݏ ቀ2ݔቁ
 

ifadeleri elde edilir. 

 


