Sin ve cos toplamlariile ilgili formdullerin ispati

Hazirlayan: Halit Celik
Matematik Ogretmeni

Soru:

sin (n ; 1 x) sin (% x)
sin(3)

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + -+ + sin(nx) =

oldugunu timevarimla ispatlayiniz..

Cozim:

1. Onermeyi P(n) ile ifade edelim

n=1icin

sinxsin (E)

P(1) = sinx = = sinx

olup P(1) dogrudur.
2. n=k icin 6nermemiz

sin (k -2}_ 1 x) sin (% x)

sin (E)
2
dogru olsun. n=k+1 i¢in dogrulugu gosterilirse dGnermemiz ispatlanmis olur.

sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(kx) =

P(k) ifadesinin her iki tarafina sin[(k+1)x] ifadesini ekleyelim.

. (k+1 . (k
sin ( > x) sin (7 x)
s )

_ sin (k ; 1 x) sin (g x) + sin (%) sin[(k + 1)x]
i on )
_ sin (k ; 1 x) sin (g x) + 2sin (% x) cos (k -ZI_ 1 x) sin (%)
sin (%)
_ sin (% x) [sin (g x) + 2cos (k ; 1 x) sin (%)]
sin (%)
_ sin (k ; 1) [sin (%x) + sin (k -ZI_ 2 x) — sin (g x)]
sin (%)
(20 a5

)

sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(kx) + sin[(k + 1)x] =

olur.Yani P(k + 1) dogrudur. Bu nedenle

+ sin[(k + 1)x]



sin (n ; 1 x) sin (g x)
sin (%)

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + --- + sin(nx) =

onermesi dogrudur.

Soru:

Her neN"igin
sin [g x] cos (nT-l-l x)

sin (3)

cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) =

oldugunu timevarimla ispatlayiniz.

¢Cozim:
Onermeyi P(n) ile ifade edelim,
1. n=1igin

sin (%) cosx

()

CoOSX = = C0SXx

olur. Yani k=1 i¢cin 6nerme dogrudur.
2. n=kicin

sin [g x] cos (% x)

)

onermesinin dogru oldugunu kabul edelim ve n=k%1 igin dogru oldugunu gosterelim

sin[k -2I- 1x] cos(k -2I- zx)
sin (%)
olursa 6nermenin dogrulugu gosterilmis olur. Esitligin her ili yanina cos[(k+1)x] ekleyelim
. [k k+1
sin [7 x] cos ( 5 x)
sin (%)
sin (% x) cos (% x) +cos[(k + 1)x] sin (%)
sin (%)
sin (gx) cos (k -ZI_ 1 x) + [1 — 2sin? (k -ZI_ 1 x) - 1] sin (%)
sin (%)
sin (% x) cos (k -ZI_ 1 x) + sin (%) — sin (% x) 2sin (k ; 1 x) sin (%)

sin (%)

cosx + cos2x + cos3x + -+- + cos(kx) =

Esitligin ikinci yani

cosx + cos2x + cos3x + -+- + cos(kx) + cos[(k + 1)x] = + cos[(k + 1x




sn () cos (£312) 4 sn (5) s (1) eos (52) o (4520

- sin (%
)+Sln(k; 1)cos(k;2x)

sin (£2) cos (F22x) 4 sin (2) — cos (£ ()(

sin (%x) cos (k —5 1x) — cos (%x) sin (k —5 1 ) + sin (%) + sin (k ; 1) cos (k ; Zx)

)
X
sin (3)
sin (%x) cos (k ; 1 x) — cos (gx) sin (k ; 1 x) + sin (%) + sin (k ; 1) cos (k ; 2 x)
sin (3)
sin (gx — %x) + sin (926) + sin (%) cos (k ; 2 x)
sin (%)
~ sin (— %) + sin (%) + sin (k -2}_ 1) cos (k ; 2 x)
- sin (%)
B sin(k + l)cos(k + Zx)

2

n(3)

olarak bulunur. Yani P(k+1) dogrudur. Buna gore

sin [g x] cos (nT-l-l x)

n3)

cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) =

onermesi dogrudur.



Ayrica

— pntl
1+r+ri4+r3+.+r" =
1-—r
esitliginde r yerine z = cosx + isinx sayisi kullanilirsa :
1— Zn+1
1+z+z24+23++2z" = -

Bilindigi gibi z™ = cos(nx) + isin(nx) oldugundan
1 + cosx + isinx + cos2x + issn2x + cos3x + isin3x + --- + cosnx + isin(nx)
_ 1 —cos[(n+1)x] —isin[(n + 1)x]
B 1 — cosx — isinx
1+ cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) + i(sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(nx))

1—1+ 2sin? (n; 1x) — iZSin(n -2}_ 1x)cos (n;— 1x)
1—1+ 2sin? (%) — i2sin (%) cos (%)

2sin (n ; L x) [sin (n -ZI_ L x) —icos (n ; L x)]
2sin (3) [sin (3) = cos (3)]

. X . X .
pay ve payda sin (Ej+ i COS(EJ ile carpilirsa

i () [ () = deos (152 s (3) + s (5)
s 5) o () ~ o ()] (0 () + 0 (3))

ters donlisiim uygulanir ve sadelestirilirse
_ sin (n ; 1 x) cos (% x) + isin (n ; 1 x) sin (%x)
sin (%)

cos (g x) sin (n -ZI_ 1 x) sin (% x) sin (nT-I-l x)
- sin (ﬁ) i sin (E)
2 2

olur.1ki karmasik sayinn esitlgnden

)

cos ( ) sin (
1+ cosx + cos2x + cos3x + -+ + cos(nx) = =
sin (7)

sinx + sin2x + sin3x + --- + sin(nx) = st (7 x) sin( 2 x)

)

ifadeleri elde edilir.



