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Bir liggenin diklik merkezinin 6zellikleri
1. ABC iiggeninin yikseklikleri ]JAF], [BE] ve [CD] olsun. Bu yiikseklikler bir noktada
kesisir.

ispat:

A noktasindan [BC] na A’C’, B noktasindan [AC] kenarina A’B’ ve C noktasindan [AB] kenarina
B’C’ paralelleri gizilirse ABCC’, ACBA’ paralelkenar olduklarindan |AA’|=|NC|=|AC’| olup [AF]
[A’C’] nin orta dikmesidir.ACBA’ ile ACB’B paralelkenar olduklarinda |AC|=|A’B|=|BB’| olup
[BE] [A’B’] nin orta dikmesidir. Bu iki orta dikmenin kesisme noktasi G olsun.

| GA’|=|GB’|=|GC’| olup G noktasinin B’ ile C’ noktalarina olan uzakhgi esit oldugundan
[B’C’] nin orta dikmesi lGizerindedir.

ABB’ ile ABCC’ paralelkenar olduklarindan |AB|=|B’C|=|CC’| oldugundan [CD], [B’'C’] nin
orta dikmesidir. Yani G noktasi [CD] tizerinde olup Uggenin ylkseklikleri bir noktada kesisir.



ikinci ispat:

ABC licgeninde |AB|=c, |AC|=n ve |BC|=a diyalim. |BD|=x olsun

1
ABC Uggeninin alani A(ABC) = Eah" veya cevrel gemberin yarigapi R olmak lizere

A(ABC) = abe ah, _abe den h, _be olur. Benzer seklide
4R 4R R
h, =9 e e h, =a—b olarak hesaplanir. BAD dik liggeninde
2R 2R
bZ 2
x2=ct- TG den x = ﬁ 4R* —b* olarak hesaplanir. Benzer sekilde yiikseklik ayaklarinin

kenarlar Gizerinde ayirdig1 dogru pargalarinin uzunluklari |BD| =§\/4R2 —-b?,
|DC|= b \/4132 -c, CE| \/4R2 -c, AE| \/4R2 -a*,

|BF| R L JaRr? —p? olarak hesaplanir. Ce’va teoreminin karsitina gére eger

AF|= >n 4R*-a*,

|AF| |BD| |CE| =1 ise [AD], [BE] ve [CF] dogru parcalari bir noktada kesisir. Degerler yerine
ZRCERZ
LN Y DN YOy CRC N Yo
yazilirsa 2R \/ . 2]5 \/ . ZCR =1 oldugundan lggenin yikseklikleri
= \JAR*—b* - NJAR?*—¢* —\AR*-4*
2R 2R Y ¢

bir noktada kesisir.

Bu noktaya li¢cgeninin diklik merkezi denir.



2. ABC iicgeninde [AF], [BE] ve [CD] yiikseklikler olsun. DEF licgenine ABC li¢geninin ortik
ticgeni denir. ABC li¢cgeninin diklik merkezi DEF liggeninin i¢ agiortaylarinin kesisme
noktasidir.

isgat:

m(AFB) = m(AEB) = 90 oldugundan A, E, F ve B noktalari [AB] capli cember Gizerindedir.
ABE Ulg¢geninde m(ABE)=90 — m(A) dir. Ayni yayi gordiklerinden
m(ABE) = m(AFE) = 90 — m(A) olur.

m(AFC) = m(ADC) = 90 oldugundan A, D, F ve C noktalari [AC] ¢capli gember tzerindedir.
ADC tiggeninde m(ACD) = 90 — m(A) dir. Ayni yayi gordiklerinden

m(AFD) = m(ACD) = 90 — m(A) olur. Buna gére m(AFD) = m(AFE) olur. Yani [AF], DFE
acisinin aclortayidir. Bener sekilde [BE], DEF ve [CD] FDE agilarinin aciortaylaridir. Yani G
noktasi DEF licgeninin i¢ aciortaylarinin kesisme noktasi yani DEF (i¢ggeninin i¢ teget
¢emberinin merkezidir.



3. ABC iigcgeninde [AD], [BE] ve [CF] yiikseklikler ve H noktasi diklik merkezi ise
|AH|? + |BC|?* = |BH|* + |AC|? = |CH|? + |AB|? bagintisi vardir.

ispat:

AG//BE ve BG//AH gizilirse m(GAC) = m(GBC) = 90 ve AGBH paralelkenar olur. Yani
|BG|=|AH| ve |AG|=|BH]| olur. CAG ve CBG ortak hipotenisli dik tiggenlerdir. Buna gore

|AG|? + |AC|? = |BG|? + |BC|? yazilir |AG| ile | BG| nin esitleri yerine yazilirsa
|AH|? + |BC|? = |BH|? + |AC|?
Olur. Benzer sekilde uygulama yapllirsa
|AH|? + |BC|?> = |BH|? + |AC|? = |CH|? + |AB|?

Sonucu elde edilir.



4. ABC li¢cgeninde [AD], [BE] ve [CF] yiikseklikler ve H diklik merkezi ise
|AD||DH| = |BD||DC| bagintisi vardir.

A

ispat:
. ) o |4D| |DC]|
ADC ile BDH iiggenlerinin benzerliginden -—— =-—: den |AD|-|DH|=|BD|-|DC| elde
|BD| |DH)|
edilir.



BC
5. ABC ii¢geninin yiikseklikleri [AD], [BE], [CF] olsun. ABC liggeninde tan(BAC) = ﬁ

dir.

ispat:

m(BAD) = a,m(DAC) = B3, |AH| = x,|DH| =y, |BD| = z ve |BC| = a diyelim.

z ,a-z a
tana+tan B x+y x+y X+y

= = olur. 4. ispatta
l-tangtanp ,_ z a-z , z(a=2)
X+y x+y (x+y)2

ispatlandigi Uzere |AD||DH| = |BD||DC| idiyaniy(x + y) = z(a — z) oldugundan

tan(BAC) =tan(a + f) =

a a a
tan(BAC) = vy Xy Xy _4_ |BC| elde edilir.
L 2a=2) | yoey) X x |aH]

()c+y)2 (x+y)2 xX+y



6. Birliggenin diklik merkeazi, cevrel gemberinin merkezi ve liggensel bolgenin agirlik
merkezi ayni dogru lizerindedir. (Euler dogrusu)

Ispat:

A

ABC Uggeninin kenar uzunluklari |BC|=a, |AC|=b, |AB|=c, cevrel ¢cemberinin yaricap! R,
kenarlarinin orta noktalari A’, B’ ve C olsun. Cevrel ¢cemberin merkezi kenar orta
dikmelerinin kesisme noktasidir. Bu nokta A’B’C’ liggeninin diklik merkezidir. ABC li¢geninin

diklik merkezi K olsun. A’B’C’ ile ABC uggenleri benzerdir ve benzerlik orani % dir. 1.
Maddenin ikinci bolimiinde hesaplandigi sekilde | AH |:§—j2 oldugundan A’B’C’ licgeninde
|A'H'|z£ olur.

4R

Yine yukarida hesaplandigi (zere |BH|:§\/4R2—b2 ve |HC|=%\/4R2—CZ olup

|BH||CH|

|4H]

|KH| = den |KH| = ix/4R2 — b2 AR —¢? olur. Benzerlikten



|K'H'|=ﬁx/4R2—b2 AR - olur.

|K4| =|AH| - |KH| = be 1 faR? AR &

1
= = (be—~J4R? —p*JAR? - 2)
2R 2R 2R(C v VAR’ —c

be 1 1
AI:AI | — == _ = 4R2_ 2 2_ 2: ( _ 2_ 2 2_ 2)
|04|=|4"H|-|0H | T 4RJ b2 NAR? —¢ Tk VAR —b*\AR? —c

O ve K noktalarindan gecen dogru [AA’] kenarortayini G noktasinda kessin. AH//A’H’

oldugundan i¢ agilarinin élgilerin

N esliginden GOA’ ile GKA (i¢cgenleri benzerdir. Eger benzerlik orani 2 olursa G noktasi

A'l 1
kenarortay Uzerinde ﬁ:a olur ki bu da G noktasinin ABC Uggensel bdlgesinin agirlik

merkezi oldugunu gosterir.

60| _[Ga1_|oa1_aglre 4R -0 AR~ )
i ) ) =— olur.
GK| ™ [G4] ~ [k4 ;(bc_MRz_bzﬂRz_cz) >

GOA'’ ile GKA benzerilinde

11
Yani ||GA|| == olur. Bu da G noktasinin ABC liggensel bélgesinin agirlik merkezi oldugunu

gosterir. Ve OK dogrusu Uzerindedir. O halde K, G ve O noktalari dogrusaldir.

Bu dogruya Euler Dogrusu denir.



7. Teorem:
Bir d dogrusu ve disinda bir A noktasi verilsin. d dogrusu lizerinde B, Cve D
noktalari alalim. [AB], [AC] ve [AD] na sirasiyla B, C ve D noktalarindan gizilen
dikmelerin ikiser ikiser kesiserek olusturduklari tiggen GEF olsun. Burada olusan
BFC, BED, GCD ve GEF iiggenlerinin diklik merkezleri ayni dogru lizerindedir.

ispat:

BFC tg¢geninin diklik merkezi K olsun [BK] ve [AC], FC dogrusuna dik olduklarindan
paraleldir. [CK] ve [AB] BF dogrusuna dik olduklarindan paraleldir. Yani ABKC
paralelkenardir. Bu nedenle |AH|=]|KL]| olur.



BED Uggeninin diklik merkezi K; olsun. [BK; ve [AD], DE dogrusuna dik olduklarindan
paraleldir. [DK; ve [AB], BE dogrysyna dik olduklarindan paraleldir. Yani ABK;D
paralelkenardir. Paralelkenarin [BD] kosegenine dik olduklarindan |AH|=]|K;L;| olur.
Yani |AH|=|KL|=]|K;Ls| olur.

10



GCD uggeninin diklik merkezi K olsun. [AC] ile [K;D], CG dogrusuna dik olduklarindan
paraleldir. [K,C] ile [AD] GD dogrusuna dik olduklarindan paraleldir. Yani ACK,D
paralelkenardir bu paralelkenarin CD késegenine dk olduklarindan |AH|=|K;L, |
olacaktir. Yani |AH|=|KL|=|KiL;|=|K,L;| olacaktir. Yani K, K; ve K, noktalari d
dogrusundan |AH| kadar uzakliktaki noktalardir ve bu noktalar d dogrusuna |AH|
kadar uzaklikta ve d dogrusuna paralel olan dogru (izerindedir.

11



Simdi de GEF lggeninin diklik merkezinin d dogrusuna |AH| kadar uzaklikta oldugunu
gosterelim.

Bunun i¢in d dogrusunu x ekseni tzerine ve [AH] ni y ekseni lizerine ve H noktasi
orijine gelecek sekilde yerlestirelim.
a, b, c ve d pozitif sayilar olmak tizere A(0,a), B(—b,0),C(c,0)ve D(d, 0) olsun.
| AH|=a kadardir. GEF lggeninin diklik merkezi K3 olsun. Eger K3 noktasinin
ordinatinin mutlak degeri a olursa bu nokta K, K; ve K, noktalari gibi ayni d dogrusuna
paralel olan dogru lzerinde olacaktir.
AB nun egimi % , AC dogrusunun egimi ~2 veaD dogrusunun egimi —% dir. Bu

c
dogrulara dik olan dogrularin denklemleri

b
EF nun denklemiy = — (x + b)den bx + ay = —b?

c
FG nun denklemiy = 2 (x —c) den — cx + ay = —c?

d
EG nun denklemiy = 2 (x —d)dn — dx + ay = —d?

dir.
F noktasi EF ile FG dogrularinin kesisme noktasidir. Bu nokta

bx + ay = —b?

—cx + ay = —c?

bc ] bc
taraf tarafa cikartlirsa x =c—bvey = - yani F (c — b, —;) olur.

E noktasi EF ile EG dogrularinin kesisme noktasidir. Bu nokta

bx + ay = —b?

—dx + ay = —d?

bd
taraf tarafa cikarthirsax =d —bvey = - yani E (d — b, —?) olur.

12



G noktasli FG ile EG dogrularinin kesisme noktasidir. Bu nokta
—cx + ay = —c?

—dx + ay = —d?

dc cd
taraf tarafa gikarithirsax =c+dvey = 7 yani G (c +d, z) olur.

GEF tc¢geninin diklik merkezi F den EG dogrusuna ¢izilen dikme ile E den FG
dogrusuna cizilen dikmenin kesisme noktasidir.

F den EG dogrusuna gizilen dikmenin denklemi AD dogrusuna paralel olacagindan

bc a
y+—= —a(x — ¢+ b)den a’x + ady = —bcd + a*c—a?b

G den EF dogrusuna cizilen dikmenin denklemi AB dogrusuna paralel oldugundan

cd a
y—;zz(x—c—d)den—a2x+aby=bcd—azc—azd

Bu iki dogrunu denklemi taraf tarafa toplanirsa
aby + ady = —a?b — a*d
(b+ d)ay = —a?(b +d)deny = —a
Olarak bulunur. Yani K3 noktasinin ordinati —a sayisidir. d dogrusuna olan uzakhgi
|—a| olup K, K; ve K, noktalari ile aynidir. Buna gore K, Ky, K, ve Kz noktalari d
dogrusundan a kadar uzaklikta ve d dogrusuna paralel olan bir dogru lizerindedir.
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8. Onerme:

Ortak koseli ve bu kdsenin karsisindaki kenar dogrulari ortak olan iig liggenin diklik
merkezleri dogrusaldir.

Ispat:

A dan BC dogrusuna gizilen AH dikmesi ABD, ADB ve ABC liggenlerinin ortak
ylksekligidir. B den AC na cizilen dikme ile AH dogrusunun kesisme noktasi H; ABC
Ucgeninin diklik merkezidir. D den AB dogrusuna cizilen dikme ile AH dogrusunun
kesisme noktasi H, ABD li¢geninin diklik merkezidir. D den AC dogrusuna cizilen
dikmenin AH dogrusunu kestigi nokta Hs noktasi ADC lggeninin diklik merkezidir. Bu Ug
diklik merkezi AH dogrusu Uzerindedir. Yani Gg diklik merkezi dogrusaldir.

14



9. Onerme:

Bir Gicgenin kenarlarini farkh noktalarda kesen bir dogrunun liggenin kenarlari ile
olusturdugu dort liggenin diklik merkezleri bir dogru lizerindedir.
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ispat:

A(a,b),B(0,0),C(c, 0) olacak sekilde ABC l¢genini Dik koordinat sistemine yerlestirelim.
y = mx + n dogrusu AB kenarini F de, BC kenarini D de ve AC kenarini E de kessin. ABC, BDF,
FAE ve CDE Uggenlerinin diklik merkezlerinin dogrusal oldugu ispatlanacaktir.

BC kenari x ekseni lizerindedir. y = mx + n dogrusunun x eksenini kestigi nokta D(—i,oj
m

noktasidir.

b

c—a

Ucgenin kenar dogrulari AB dogrusu y:éx , AC dogrusunun denklemi y = (x-c) veBC
a

dogrusu y = 0 seklindedir.
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ABC lcgeninin diklik merkezi C den AB dogrusuna cizilen dikme ile x = a dogrusunun kesisme

d
noktasidir. Bu nokta y=—%(x—c)dex=a ve ¢ —a = d yazilirsa Hz(a,%j olur.

F noktasinin koordinatlarini bulalim. Bu nokta AB ile y = mx + n dogrusunun kesisme

b .
noktasidir. —x =mx+n denkleminden x=

ve y= elde edilir.b —ma =e
a b—ma b—ma
an bn . . . o .. .
yazilirsa F(—,—j olur. BDF tiggeninin diklik merkezi D den AB dogrusuna cizilen dikme
e e
ile x= dogrusunun kesisme noktasidir. D den AB dogrusuna gizilen dikme
—ma
a n an a an n —a( man+nb—man —an
y:——(x+—j de x = yazilirsa y=——( —j:— = olur.
b m b—ma b\b—-ma m b m(b—ma) m(b—ma)

Yani BDF li¢geninin diklik merkezi Hl(ﬂ,_—an] olur.
e me

—an ad —a bl’l + dem
me b bem _ bn+dem

H,H, dogrusunun egimi 1€ b__ = olur.
an (n—ej bm(e—n)
e e

Simdi CDE t¢geninin diklik merkezini bulalim. Bunun i¢in 6nce E noktasinin apsisini bulalim

Bu nokta y =mx+n dogrusu ile AC dogrusunun kesisme noktasidir.

mx+n:—£(x—c) denkleminden mx+n:—b—x+b—c dan x:bc—nd
d d d b+md

olarak bulunur. CDE

dggeninin diklik merkezi x = ¢ dogrusu ile Cden y = mx + n dogrusuna gizilen

b+md

1
dikmenin kesisme noktasidir. C den y = mx + n dogrusuna gizilen dikme y=——(x—c) de
m

x yerine E nin apsisi yazilirsa CDE Uggeninin diklik merkezinin ordinati
1(bc—nd_ J l(bc—nd—bc—mcdj_d(n+mc)

Y=\ b md b+md m(b+md)

bc—nd d(n+mc)
\ b+md m(b+md)

m

j noktasidir. Simdi H,H, dogrusunun egimini bulalim.
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d(n+mc) ad d{bn+bmc—mab—m2ad}

m(b+md) b mb(b+md)
bc—nd_a a bc—nd —ab—mad h
b+md b+md

J bn+mbd —m*ad
mb(b+md) B bn+md(b—ma) _ bn+dem

bd —nd —mad bm(b—ma—n) ~ bm(e—n)
b+md

Olarak bulunur. Goruldugi gibi H;H, ile H,H, dogrularinin egimleri esittir. Bu da Hy, H, ve
Ha4 noktalarinin ayni dogru tizerinde olduklarini gosterir.

Simidi de FAE Uggeninin diklik merkezini bulalim. Bu nokta F den AC dogrusuna gizilen dik
dogru ile A dan EF dogrusuna gizilen dikmenin kesisme noktasidir. Adany = mx +
-x a+mb

n dogrusuna gizilen dikmenin denklemi y—b = —i(x—a) den y=—+
m m m

ve Fden AC

dogrusuna cizilen dikme y—b—nzitx—%j den y :ﬁ+
e b e b

n(b2 —ad)

dogrusudur. Bu iki
be

dogrusunun kesisme noktasi

n(b*—ad _ n(b*—ad
@+Q:—X+L’nb denkleminden @+£: armb_ ( )
b be m m b m m be

(b + md)x _abe+ b*me —mnb® + admn den x = be(a +bm) —mn(b*> —ad)
bm bme e(b+dm)

1 a+bm
y=——x+
m m

1 ( be(a+bm)— mn(b* —ad) La +bm _ —be(a+bm)+mn(b® —ad)+e(b+dm)(a+bm)
e(b+dm) m me(b + dm)

(a+bm) [—be +be+ dem] +mn (b2 - ad) m (ade +bdem +b°n — dna)
- me(b + dm) - me(b+ dm)
_ade+bdem + b’n—adn _ de(a+bm)+ n(b* —ad)

be+dem be+ dem

denkleminde yerine yazilirsa

y=-
m

olur. Yani FAE tc¢geninin diklik merkezi

H be(a+bm)—mn(b* —ad) de(a+bm)+n(b’ —ad) noktasidir
3 e(b+dm) ’ be +dem .
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H,H3 dogrusunun egimi

de(a+bm)+n(b* —ad) _ad abde + b*dem + b°n — abdn — abde — ad*em

be +dem b _ b(be+dem)
be(a +bm) —mn(b® — ad) 4 abe + b*em — b*mn + admn — abe — adem
e(b+dm) be + dem
dem(b® —ad) + bn(b* —ad)
be(b+dm) B (b* —ad ) (bn+ dem) ) (b* —ad ) (bn+ dem) _ (bn+dem)
m[bee—b2n+adn—ade} - bm[e(b2 —ad)—n(b2 —ad)} - bm(b2 —ad)(e—n) - bm(e—n)
e(b+dm

olur. Bu sonuca gore Egim(H,H,) = Egim(H,H;) = Eigm(H,H,) oldugundan Hj, H,, H3 ve
H, noktalari yani ABC, AFE, FBD ve DEC lggenlerinin diklik merkezleri ayni dogru tGizerindedir.
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Bu teoremi tiggeni koordinat sistemine koselerinin koordinatlari A(0, @), B(b, 0)ve C(c, 0)
olacak sekilde yerlestirelim.

Har tiggen dik koordinat sistemine A(0, a), B(b, 0)ve C(c, 0) olacak sekilde yerlestirilebilir.

AU,a)

y=mx+n

C(c,0)

X a
Bu durumda AB dogrusunun denklemi —+X =lden y= —Zx+a , BC dogrusunun denklemi

a

b a
y = 0 ve AC dogrusunun denklemi —+Z =1 den y=——x+a seklindeolur.y =mx+n
c a c

n
Dogrusu ile y = 0 dogrusunun kesisme noktasi E(——,Oj noktasidir.
m

a
y = mx + n Dogrusunun AB dogrusu ile kesisme noktasinin apsisi mx+n = —;x+ a denkleminin

b(a—n) bd

¢6zUimu mx+ﬁx:a—n den x = olura—n=dvebm+a = edersek x=—,
b bm+a e
— + — —
ordinati ise y:—g-ﬂ+a: ad +ae = ale—d) D(ﬂ,Mj olur.
b e e e e e
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. . . . .. a -
y = mx + n dogrusunun AC dogrusu ile kesisme noktasinin apsisi mx +n =——x+a denkleminin

c
¢6ziiminden mx+gx =a—nden x :M ,cm + a = f dersek x=ﬁ , ordinati
c cm+a
:_g_cd)+a:—ad+af:a(f—d)’ F(ﬁ’a(f—d)J o
c f S S ;oo f

Once ABC iiggeninin diklik merkezi x = 0 dogrusu ile B den AC dogrusuna cizilen dik dogrunun
kesisme noktasidir.

C(c,0)
|
|
I
|

A dan BC dogrusuna cizilen dikme x = 0 dogrusudur. B den AC na cizilen dikmenin denklemi

¥ zg(x—b) de x =0 yazilirsa H; noktasi H{O,—zj olur.
a a

ADF (lggeninin diklik merkezi D noktasindan AC dogrusuna gizilen dikme ile F noktasindan AB
dogrusuna cizilen dikmenin kesisme noktasidir.
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D den AC dogrusuna gizilen dik dogrunun denklemi

— — 2 — —
y_a(e d):ﬁ(x bdjdenyzﬁ(x—%jvta(e d)=£x+a(e d)—bcd

e olur.
e a e a e e a ae
. .. . . . 1 1
A dan y = mx + n dogrusuna gizilen dik dogrunun denklemi y—a=——x den y=——x+a
m m

a’(e—d)—bed 1

c
Bu iki dogrunun kesisme noktasinin apsisi —x + ——Xx+a denkleminin

a ae m
2 2 2
cszimiinden £x+lx=a—a (e—d)—bcd den (cm+a)x:ae a“(e—d)+bcd
a m ae ma ae
2 2 2 2

cm + a = f dersek i)c= a@eaetra’ditbed den X=M olur. Ordinati ise

m e ef

2 2 2 2
=_i.md(a +bc)+a=aef d(a® +bc) olur. Yani H, md(a +bc)’aef d(a” +bc)
m ef ef ef ef

noktasidir.

olur. Yukaridaki denklemlerden birinde yerine yazilirsa

Simdi H;H, dogrusunun egimini hesaplayalim
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aef —d(a® +bc) N bc a’ef —a®d —abcd + beef

ef a _ aef _ef (@*+bc)—ad(a’ +bc) ef —ad
md(a® +bc) B md (a® + bc) - adm(a® + bc)  adm
ef ef

_ (bm+a)(ecm+a)—ala—n) bem® +abm+acm+a’ —a® +an

adm adm
3 bem? + abm + acm + an

adm

Olarak bulunur.
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Simdi BDE U¢geninin diklik merkezini bulalim

b(a—n)

D noktasindan BC dogrusuna gizilen dikme x = dogrusudur. B den y = mx + n dogrusuna

bm+a
¢izilen dik dogrunun denklemi

1
y= ——(x—b) seklindedir. BDE liggeninin diklik merkezinin ordinati
m

_l.b(a—n)+£_b2m+ab—ab+bn _ b(bm+n)
m bm+a m m(bm+ a) m(bm+ a)

Hs[b(a—n), b(bm + n)
bm+a m(bm+ a)

yani BDE lg¢geninin diklik merkezi

j olur. H{H; dogrusunun egimi

b(bm + n) +@ b{a(bm+n)+cm(bm+a)}

m(bm+a) a _ ma(bm + a) _a(bm+n)+cm(bm+ a)
b(a—n) - b(a —n) - ma(a—n)
bm+a bm+a

3 bem?® + abm + acm + an

adm

yani Egim (H;H;)=Egim(H;Hs) oldugundan Hy, H, ve Hs dogrusaldir.
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Simdi de CEF lggeninin diklik merkezini bulalim.

—c(a =) dir.
cm+a

Bu noktanin apsisi F noktasinin apsisidir. Yani x =

c n cla—n
E den AC dogrusuna gizilen dikmenin denklemi y =—| x+— | denkleminde x =Q yazilirsa
a m cm+a

diklik merkezinin ordinati bulunur.

2 2 2 2 2
c c(a—n)+cn mc(a—n)+c"mn+acn acm—c mn+c mn+acn

a cm+a ma ma(cm+ a) afm
_ac(em+n) _c(cm+n)

afim fm

cla—n) clem+n
Yani H4[ ( ) , ( )j olur. Buna goére H;H,; dogrusunun egimi

f Jm

c(em+n) N bc  ac(cm+n)+mbc(cm +a)

(ecm+a)ym a ma(cm + a) _c(acm+ an+bem?® + abm)
c(a—n) cd acdm
cm+a cm+a

3 bem? + abm + acm + an

adm

Olur. Yani Egim(H,H,) = Egim(H,H;) = Egim(H,H,) oldugundan bu noktalar dogrusaldir.
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10. Teorem:
|BD||DC]|

[4D]

A Yandaki sekilde |FD|= dir.

ispat:

Sekilde m(DAC)=m(EBC) olup FBD ile CAD liggenleri benzerdir. Bu benzerlikten.

|FD| |BD| |BD||DC| o
m :m den |FD| :W sonucu elde edilir. Bu sonuctan hareketle
_|EClE4] _|44]|GB|
ve elde edilir.
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11.0zellik:

ABC iiggeninde O gevrel cemberin merkezi, F diklik merkezi olsun. H ve E dikme ayaklari.
[OH]L[HN] olmak tizere [FNNBC={K} ise FBK li¢geni ikizkenardir.

A0, a)
© E
F
N
— - -
~ o K
——*t_
B(b, 0) . ( ot ;,) H(, 0) C(c, 0)
2

ispat:
ispati Analitik olarak yapacagiz. Sekildeki gibi H(0, 0), A(0, a), B(b, 0) ve C(c, 0) olacak sekilde dik
b+c
koordinat sistemine yerlestirilirse [BC] nin orta noktasi M(T,Oj olur.
AC dogrusunun egimi _4 ve denklemi y = —ﬁ(x—c) = —ﬁx—k a olur.
c c c
F noktasi diklik merkezidie. |AH|=a, |HC|=c ve |BH|=— b oldugundan |FH|-|AH| = |BH|-|HC|

oldugundan |FH| =—E yani F(O,—Ej olur.
a a

O noktasinin koordinatlarini bulmak icin Kenarlarin orta dikmelerinin kesim noktasinin bulunmasi

gerekir. [AC] nin orta noktasi (%,%J ve bu noktadan [AC] na gizilen dikmenin denklemi
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a c c b+c
y—E = —(x——j dir bu dogru ile [BC] nin orta dikmesi x = T dogrusunun kesisme noktasinin
a
) c(b+c ¢\ a a*+bc b+c a*+bc
ordinati y =— —— |+—== dan O , noktasidir.
a\ 2 2) 2 2a 2 2a
a® +bc
2 a’ +bc
Buna gore OH dogrusunun egimi = olur. H noktasindan OH dogrusuna cizilen dik
b+c  a(b+c)
2
alb+c
dogrunun denklemi y = —(z—b)x olur. Bu dogru ile AC dogrusunun kesisme noktasi
a® +bc

—ﬁx+a :—M den x[l— btc jZI olur. Diizenlenirse

c a® +bc ¢ a’+bc
a® +bc—bc—c? a’c+bc?
X > =lden x=————ve
c(a” +bc) a“—c
a c(a® +bc) —a* —abc+a®—ac®  —ac(b+c) )
e B a= CE =——— olur.Yani
c a —c a” —c a’-c
2 2
a‘c+bc® —ac(b+c
N 5 2( 2) olur
a” —c a’ —c
_be
c
FB dogrusunun x ekseni ile yaptigl agimim 6l¢list a, olsun tan o« = u =—49 —— olur.
|BH| b a
FN dogrusun x ekseni ile yaptigi aginin 6lgiisi B olsun
—ac(b+c) ( bcj —a’be—a’c® +a’be—bc®
2_.2 | 2_ .2 —c*(a® +bc
a” —-c a a(la” —c c
tan g = 5 5 = ( > ) = ( )=——olur. Yaniaile B
a‘c+bc c(a® +bc) ac(az-i-bc) a
2577 o b S
2 2 2 2
a’ —-c a’ —-c

bitunlerdir. FBK liggeninde B, K kosesindeki dis aginin 6lgtsidir. Buna gore ayni kdsede i¢ aginin
Olgilsl a olup m(FBK)=m(FKB olur ki nu da FBK tgheninin ikizkenar olmasi demektir.

Hatirlatma: Bir dogrunun egimi x ekseni ile pozitif yonde yaptigi aginin tanjantidir.

Bu nedenle FN dogrusunun egimi FBK lg¢geninin K késesindeki dis a¢inin tanjanti olur.

27



12.0zellik

Teorem.

Bir iiggende iki koseden gizilen yliksekliklerin orta noktalari, diklik merkezi ve
tgiincii koseden gizilen yiiksekligin dikme ayagi ayni gember lizerindedir.

Ispat:

Sentetik ispat:

90

ABC li¢geninin ylkseklikleri ]JAD], [BF] ve [CE] ve diklik merkezi H olsun. [BF] nin orta noktasi L, [CE]
nin orta noktasi K olsun. [BC] nin orta noktasina N diyelim. FBC licgeninde orta noktalari

birlestirdiginden [NL]//[CF], m(NLH)=90 ve m(NDH)=90 oldugundan N, D ve L [HL] ¢apli gember
Uzerindedir.

EBC lgcgeninde [NK] orta noktalar birlestirdiginden [NK]//[BE] ve m(NKH)=90 ve K noktasi [NH] caph
cember (izerinde oldugundan H, L, D, N ve K noktalari ayni cember Uzerindedir.

Sonuglar:

1. m(LDK) = m(LNK) = m(BAC)dir.
AEHF kirisler doértgeni oldugundan m(EAF)+m(EHF)=180 ve ters aci olduklarindan
m(EHF)=m(LHK) olur. HLDK kirisler dortgeni oldugundan m(LDK)+m(LHK)=180 ve dolayisiyla
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m(LDK)+m(EHF)=180 ve yukarida ispatlandigi lizere m(LNK)+m(EHF)=180 olur. Bu durumda
m(LDK)=m(LNK)=m(A) olacaktir.

Yani bir liggende iki yiiksekligin orta noktalarini iigiincii yiiksekligin dikme ayagi ile
birlestirildiginde olusan a¢inin 6lgiisii, bu licgenin bu yiiksekligin cizildigi kosedeki aginin
Olgiisiine egittir.

Bir kenari ¢ap olan bir kirisler dortgeninde iki kosegenin orta noktalari ile kosegenlerin
kesisme noktasindan ¢apa cizilen dikme ayagini birlestiren doru pargalarinin olusturdugu
acl ile gapi iki ucundaki dortgenin agilari bitiinlerdir.

A

$

7>

l
/ I N

Yukaridaki sekilde [BC] ¢ap. BEFC kirisler dortgeni ve [BC] captir. [BE ile [CF nin kesisme
noktasi A olsun. ABC liggeninde [BF], [CE] ve [AD] ABC liggeninin ylikseklikleri, L ve K
noktalari yliksekliklerin orta noktalari ve D bu liggende A kdsesinden cizilen yiikseklik
ayagidir. Bu nedenle yukarida ispatlandigi izere m(LDK)=m(A) ve li¢cgenin i¢ acilarinin olglleri
toplamindan

m(A4) + m(B) + m(C) = m(LDK) + m(EBC) + m(FCB) = 180
Olur.
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Analitik ispat:

A dan [BC] kenarina gizilen x = o dogrusu olursa A dan [BC[ kenarina gizilen ylikseklik [AD] ve D(0, 0)
olur. Bu durumda ABC liggenimiz olsun. Bu liggeni A(0, a), B(b, 0) ve C(c, 0) olacak sekilde dik
koordinat sistemine yerlestirilmis olur.

a
AB dogrusunun denklemi y = —Zx +a dir. Buna dik olan CF dogrusunun denklemi

y= é(x—c) = éx—b—c dir. Bu iki dogrunun kesisme noktasi
a a
2 _ 2 _
—3x+a=2x—b—c dan x:—b(a2 +bzc) ve :—abz(b f ve F b(c12 +bzc)’ab2(b S) olur
a a a®+b a®+b a +b a +b
b(a® +bc) ab(b-c)
o5 tc — - +0 2 2 _
[CF] nin orta noktasi K| —< +b —4 +b den K a’(b +ZC)+22b c, ab(b-c)
2 2 2(a®+b%)  2(a”+b7)

olur.
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a
AC dogrusunun denklemi y =——x+a , buna dik olan BE dogrusunun denklemi

c
c bc ) gy s .
y =—Xx—— seklinde olup bu iki dogrunun kesisme noktasi
a a
a c bc c(a® +be ac(c—b c(@® +bc) aclc—b
__x+a=—x——denx=—(2 2)vey=—2( 2) den E( (2 2), 2( Z)J
c a a a“+c a“ +c a“ +c a +c
2
c(a” +bc ac(c—b
(az+cz )+b a2(+c2)
noktasidir. [BE] nin orta noktasi G 5 , > diizenlenirse bu nokta

G( a’(b+c)+2bc*  ac(c—b) ]

2(a*+c?) ' 2(a*+cP)

b
Bu Uggenin diklik merkezi ABC licgeninde |BD|DC|=|HD|AD| oldugundan H(a,——cj olur
a

burada —b > 0 dir. noktasi olur.
GK dogrusunun egimi
ac(c—=b) ab(b—c) c b
— a(c—b) +
2(a2+cz) 2(a2+b2) (a2+cz) (az—i-bz)
a’(b+c) + 2bc? _az(b+c)+2bzc B a(b+c) d(b+c) 2hc? 22
2(a2+cz) 2(a® +b%) (a2+c2)_(a2+b2)+(a2+cz)_(a2+b2)

alc-b) a’c+b’c+a’b+bc?
(a2+cz)(a2+b2)
- az(b+c)_a2+b2—az—cz_+2bc_a2c+bzc—a2b—bcz_ -

(az +cz)(a2 +b2)
a(c—b)(c+b)(a2 +bc)
az(b+c)(b2 —c2)+2bc(a2(c—b)—bc(c—b))

~ a(c—b)(c—i—b)(a2 +bc) ~ a(c-i—b)(a2 +bc)
- (c—=b) [—az (b+c)? + 2bc(a? —bc)J - [—az(b+c)2 + 2bc(a’ —bc)]
—(ab + ac)(a® + bc) _ —(a’b+ab’c+a’c+abc?)

a’b® + 2a’bc + a’c® = 2a’be + 2b%*c*  a’b? + aPc? + bt + bPc?
3 —[ab(a® +c?) + ac(a® + b*)]
b*(a® +c?) +c*(a® +b°)

—abp —acq

bzp +czq

a?+ c% =p ve a* + b? = q denirse GK nin egimi m, = seklinde yazilir.
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b
HK nin egimi CE dogrusunun egimidir ve m, =— dir. $Simdi tan(HKG) degerini hesaplayalim.
a

—a(bp+cq) b —a’bp —a’cq—b*p—bciq

_ 2 2 a(b’p+c’
m(HKG) = f3 ise tan(f) = 2o _DPHCq a _ (2p ; )
mm, . —albptcq) b b'p+c’q-b'p-beq
b’p+c’q a b’p+ciq
3 _bp(az +bz)—061(az +bC) _ —bpq—cq(a® +bc) —bp—c(a® +bc)
acq(c—b) acq(c—b ac(c—>b)
~a’(b+c)—2bc?
_—abro) 1)
ac(c—b)
Olur.
GD nin egimi m(GDH) = « ise tan[90+a] =— ac(c=b) > =—Ccot(ar) olur. Budurumda
a“(b+c)+2bc
_ 2 _ 2
tan(a) = =—— L oluryani tan(a) = a’(b+c)=2bc (II) olur.
cot(a) Egim(GD) ac(c—b)

Goruldugu Gzere (1) (I1) den tan(a)=tan(p) oldugundan m(GDH)=m(GKH) olur. Bu durumda D ve K
noktalari JGH] dogru parcasini es acl altinda géren noktalar olduklarindan HGDK kirisler
dortgenidir ve H, G, D, K noktalari bir gember (izerindedir. Bundan faydalanarak asagidaki
sonuglara ulasilir;

GDK ile GHK agilari bitlnlerdir.
AEHF kirisler dortgeni oldugundan liggenin A agisi ile EHF butlinlerdir. EHF ile GHK ters agilar
oldugundan élgileri esittir bundan dolayi m(A)=m(GDH) olur.

3. Ucggende m(A)+m(B)+m(C)=180 oldugundan m(B)+m(GDH)+m(C)=180 olur.




GDKH dortgeninin ¢evrel cemberinin [BC] kenarn kestigi nokta L olsun m(HDL)=90
oldugundan [HL] bu cemberin capidir. Capi gérdiigii icin m(HGL)=90 olup [GL]//[AC] olur. G
noktasi [BF] nin orta noktasi oldugundan L noktasi [BC] nin ortasi olur.

C

Dikkat edilirse ABC tggeninin ylkseklikleri teoremdeki cemberlerin ikiser ikiser kuvvet
eksenleridir. Bu durumda li¢genin diklik merkezi bu cemberlerin kuvvet merkezidir.
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Uggenin Alanina farkh bir yaklagim

Teorem:

Bir ABC iiggeninin herhangi iki kdsesi B ve C yi alalim. B den [AB] kenarina, C den [AC]
kenarina cizilen dik dogrularin kesisme noktasi D olsun. D den [BC] kenarina cizilen dik
dogrunun [BC] kenarini kestigi nokta E olsun. Bu liggenin alan1 A(ABC) ise
__|BE||EC||BC|
A(ABC) = T2DE|

ile hesaplanir.

Ispat:
1. Ucggen dar acili olsun

A kosesinden BC kenarina AF dikmesini ¢izelim.
|AF|=h, |BF|=d, |BE -=x, |EC|=y ve |DE|=z diyelim.
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ABF ile BDE ii¢genlerinin benzerliginden M = M den 4 = L buradan hz = xd
|DE| |BE|  z «x

\FC| |AF| | x+y-d h

AFC ile CED ti¢genlerinin benzerliginden = en =— buradan
|ED| |CE]| z y
hz = (x +y)y — yd olur.
hz = xd
hz=(x+y)y—yd
BE||EC
Bu iki denklemden d yok edilirse /=2 yani |4F|= % olarak bulunur.
z
BC||AF AF|(|BE| + |EC
acaBc) < [BCIAFI _1AFIGBE] + |ECD
_ 2 2
Ifadesinde yerine yazilirsa
IBELEC) (1BE1 + 1ECI)
A(ABC) = z
|BE||EC||BC]|
AABC) = ————
( ) 2|DE|

Olarak bulunur.

2. Uggen genis agili olsun.

P — — = o e e =

m
[
@
o
9]
-

DEC ile CFA Gggenlerinin benzerliginden @—M () yazilir

DBA ve DCA acllari dik oldugundan D, B, C ve A noktalari [AD] ¢apli cember lizerindedir. Buna
gore m(BDC)=m(BAC) ve m(DCB)=m(DAB) olur. m(DAC) = m(DAB) + m(BAC) ve DBC

35



Ucgeninde dis a¢i oldugundan m(DCE)=m(BDC)+m(DCB) oldugundan m(DBE)=m(DAC) olur.
Yani DBE ti¢geni ile DAC Ug¢genleri benzerdir. Bu benzerlikten

BE| _IDE| _|DC| _ |DE| .

jac] ~ oc] “" Tac] T 1BE] un
I ve Il den @=@ den |AF| :M olarak bulunur.

|BE| |AF]| |DE|
ACABC) — |BC||AF| B |EC||EB||BC]|
(4BC) = 2 2|DE]
Olarak hesaplanir.
Bir uygulama

Sekilde O merkezli cemberlere lizerlerindeki A, B ve C noktalarindan cizilen tegetlerin
kesisme noktalar1 E, F ve G olsun. OD_LAD olsun. |AB|=a, |BC|=b ve |OD|=c olmak lizere

ab(a+b)
2c

A(EFG) = oldugunu gosteriniz.
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Cozim:

E, F ve G noktalarindan AD dogrusuna [FP], [EQ] ve [GR] dikmeleri ile [OA], [OB] ve [OC]
yaigaplarini gizelim. |CD|=d olsun.

OAD dik tiggeninde |0A| = \/(a +b+d)?+c?

OBD dik ti¢geninde |OB| = /(b + d)? + c?

OCD dik tg¢geninde |0C| = Vc? + ¢? olarak hesaplanir. |GR|=hy, |EQ|=h,, ve |FP|=h3
olsun.

1) G, B, Cve O noktalari cembersel olduklarindan ayni yayi géren acilar olarak BGCile
BOC ve CGO ile CBO acilarinin olglleri esittir. Buradan m(BGO)=m(BGC)+m(CGO) ve
m(OCD)=m(BOC)+m(CBO) oldugundan m(BGO)=m(DCO) olur. Yani GBO ile CDO
Ucgenleri benzerdir. GBO ile CDO lg¢genlerinin benzerliginden
|BO| |GB| , |cD| |GB| 4 |GB

= en = ve —=+——olur. Ayrica GRB ilr BDO li¢genlerinin
\DO| |cD| " |po| |BO| T ¢ |BO

benzerliginden |GR| = |GB| e h = |GB| bu iki orantida ikinci taraflar esit
|BD| |BO|  b+d |BO
2
oldugundan bhld :i ve h = bd +d elde edilir.
+ c c
. 2 2
A(GBC) = w = % = % olarak bulunur.
c
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2) E, A, Cve O noktalari cembersel olduklarindan ayni yayi goren acilar olduklari icin AEC ile
AOC ve CEO ile CAO agilarinin olguleri esittir. m(AEOQ) = m(AEC) + m(CEO) ve
m(DCO) = m(AOC) + m(CAO) olduklarindan m(AEQ) = m(DCO) olur. Bu nedenle
EAO ile CDO Uggenleri benzerdir. Bu benzerlikten
|40| |EA| |CD| |E4| a |EA|
= en = ve —=-—-:
\DO| |cD| " |DO| |40 ¢ |40
Eol_leAl n_|EA
|AD| |40|  a+b+d |40|
ikinci taraflari esit oldugundan L = d den h, = M olarak bulunur.
a+b+d c c
_|AC|-|[EQ| (a+b)h, a’d +2abd +ad® +bd + bd”
22 2¢
a’d +2abd + ad® + b°d + bd’® B b’d +bd’® B a’d +2abd + ad?

bu iki orantinin

EQA ile ADO Uggenlerinin bezzerliginden

A(EAC) olarak bulunur.

A(EABG) = A(EAC) - A(GBC) = > 2 2
c ¢ ¢

3) F, A, Bve O ¢cembersel olduklarindan ayni yayi goren agilar olarak AFB ile AOB ve BFO ile
OAB agllarinin 6lgileri esittir. m(AF0) = m(AFB) + m(BFO) ve m(OBD) =
m(0OAB) + m(AOB) oldugundan m(AF0) = m(OBD)olur. Bu nedenle FAO ile BDO
Ucgenleri benzerdir.

_ |FA| |40 |FA| |BD| b+d |FA
Bu benzerlikten = en = ve = olur.
|BD| |DO| " |40| |DO| " ¢ |40
. ) o |FP|  |FA| h, |FA| .
FPA ile ADO Uggenlerinin benzerliginden = den = olur. Bu iki
|AD| 40| " a+b+d |40
2 2
orantinin ikinci yanlari esit oldugundan iy = b+d den hy = ab+ad +b”+2bd +d
a+b+d c c
olarak bulunur.
. ab+ad +b* +2bd +d°
A(FAB) = |4B|-|4B| _ % _ 2c _ a2b+a2d+al;2 +2abd + ad®
C

olarak bulunur.

a’b+a’d +ab® +2abd + ad®* a*d +2abd + ad’
2c - 2c

_a’h+ ab® _ab(a+Db)

B 2¢c  2¢

A(FEG) = A(FAB(—(A(EABG) =

Olarak bulunur.
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Teorem::

B(2,0)

ABC li¢cgeninde [AC] kenarina ait ylikseklik [AC] capli gemberi R ve P noktalarinda, [AB] kenarina ait
ylkseklik [AB] capli cemberi S vw Q noktalarinda kesmis olsun. P, Q, S ve R noktalari A merkezli
cember lizerindedir.

ispat:

Analitik olarak ABC licgeninin [AB] kenarina ait yliksekligi y eksenine ve [BC] kenari x ekseni lizerine
gelecek sekilde koordinat sisitemine yerlestirilsin. A(0, 2a), B(2b, 0) ve  C(2c, 0) olsun. [BD, [AC]
kenariana ait ylikseklik olsun. Cap kirisi ortaliyacagindan |RD|=|DP| ve |AR|=|AP]| olur.

Benzer sekilde |AQ|=|AS| olur.
Eger |AR|=|AQ| oldugu ispatlanirsa P, Q, S ve R noktalar merkezi cember Gzerine urlar
|AC| capl cemberin denklemis (x — ¢)? + (y — a)? = a? + c? ve diizenlenirse x% + y? — 2¢cx —

a
2ay = 0 seklindedir. AC dogrusunun egimi —— oldugundan B den AC na gizilen dikmenin denklemi
c

y= E()c— 2b) dir. Cemberle dogrunun ortak ¢6ziim denklemi
a

c 2 c
x? + <—(x _ 2b)> —2cx — 2a<—(x— 2b)> =0
a a
dizenlenirse

(a? + c¢?)x* — 4c(bc + a®)x + 4bc(bc + a*) = 0
Seklinde olur.

islemlerde sadelik agisindan bc+a’=t ile gosterilirse
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(a? + c®)x* — 4ctx + 4bct = 0
Ve bu denklemde
A= 16c¢%*t?> — 16(a? + ¢?)bct = 16ct (ct —b(a® + cz))
A= 16ct(c*b + a’c — a’b — ¢*b) = 16a’ct(c — b)

Olur. Ortak ¢6ziim denkleminin bir koki

det —4da/ct(c—b 2(ct—au
e ( ) olur. Burada m:” dersek x=¥ olur. Buna karsilik

2(a® +c?) a*+c?
yzf(w_y)j:g M—bc olur. Yani
a\ a“+c a| (a”+c%)
2(ct—au) 2| c(ct - au)
R 2 2 2 2 —bc
a“+c® a| (a”+c)
Noktasidir.

r 12
4 2 (c(ct — au)
|AR| = \/m (Cztz — 2actu + azuz) + E(az—-i-cz - bC> —2a

i 12
4 2 (c(ct — au)
|AR| = \/—(az P (c?t? — 2actu + a*u?) + E(az—-l-cz — be — a2>

- 2
4 2 (c(ct — au)
= " (e2g2 _ 24,2 _ 2
IARl_\/(a2+c2) (c*t 2actu+au)+_a< 2T 2 (bc+a>]

2
4 2 (c(ct — au)
AR| = J (a2 1 o2z ('~ 2actutatul) + [z <az—+cz - t)]

2 <c2t —acu — a’t — c2t>]2

4
AR| = |———=(c2t%2 — 2actu + a2u?) + |—
|AR| \/(a2+cz)2( ) a a? + c2

2
4 2 (—a(at + cu)
ARI = ]m @~ zactu e + 2500

4
|AR| = \/m (c?t? — 2actu + a?u?) + 72 (a%t? + 2actu + c?u?)

(a2 +c
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4
|AR| = \/m (c2t? + a?u? + a?t? + c?u?)

|AR| = jﬁ (2(a? + ) + u2(a? + ¢?)) = \/ﬁ (a? + ¢2)(u? + t2)

u? + t2 c2t — bct + t2 t(c2—bc+t)
|AR| =2 | ———= =2 =2

az +c2 a? + c? a? + c2

az + c2

t(c2 — bc + bc + a?
|AR|=2\]( )=2\/f=2\/a2+bc

Olarak bulunur.
|AB| capli gemberin denklemis (x — b)? + (y — @)? = a? + b? ve diizenlenirse x? + y* — 2bx —

2ay = 0 seklindedir. AB dogrusunun egimi —% oldugundan C den AB na gizilen dikmenin denklemi

b
y=—(x—2c) dir. Cemberle dogrunun ortak ¢éziim denklemi
a

2
b b
xZ + (—(x— 2c)> — 2bx — 2a<—(x— 20)) =0
a a
dizenlenirse

(a? + b*»)x*> — 4b(bc + a®*)x + 4bc(bc +a*) = 0
Seklinde olur.

islemlerde sadelik agisindan bc+a’=t ile gosterilirse

(a? + b*)x? — 4btx + 4bct = 0
Ve bu denklemde
A= 16b%t? — 16(a? + b?)bct = 16bt (bt — c(a? + b?))
A= 16bt(b%*c + a’b — a’c — b*c) = 16a*bt(b — c)

Olur. Ortak ¢6ziim denkleminin bir koki

_ _ 2(bt—
x:4bt 4da./bt(b—c) olur. Burada bt(b—c):vdersekx=(—av)

olur. Buna karsilik

2(a® +b?) a® +b*
y:Q(M_zc}g M—bc olur. Yani
a\l a"+b al (a“+b%)
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Q[Z(bt—av) 2 [b(b;—av)_ bcD

a?+b* al| (a®+D°)

Noktasidir.

4 242 5. o~ . |2 (b(bt —av) 1P
|AQ|= m(b t —2abtv+av)+ E W—bc —2a

a? + b?

4 [2 /b(bt — av) 12
— 242 _ 24,2 el — be — a2
|AQ| = \/(az P (b?t? — 2abtv + a*v?) + _a< bc—a )

4 [2 /(b(bt — av) 2
- 242 _ 252y 4 |2 _ 2
|AQ| \](a2+b2) (b%t2 — 2abtv + a?v?) + _a< 2z~ (beta )]

2
|AQ| = \]ﬁ (b%t? — 2abtv + a?u?) + [2 (M - t>]

a\ a2+ b2

2 (bzt — abv — a?t — b2t>]2

4
40| = 242 2,2
lAQ| J(az b2 (b%t? — 2abtv + a’v )+[ P

a

4 2 (—a(at + bv) 2
= - 242 _ 2442 -
|AQ| \/(az sy (b2%t? — 2abtv + a%v?) + [a <—a2 e )]

(a2t? + 2abtv + b2v?)

|4Q| = _* (b%t? — 2abtv + a?v?) + __*
(a? + b?)Z (a? + b?)?

4
|AQ| = \/—(az Y (b%t? + a?v? + a?t? + b?v?)

Q| = jﬁ (t2(a? + b?) + v2(a? + b?)) = \/ﬁ (@ + b)(v?% + t2)

40| = 2 v2+t2_2 b2t—bct+t2_2 t(b2 — bc +t)
Q= a?+b? a?+ b2 a? + b?

t(b? — bc + bc + a?
|AQ|=2\/( croe a)=2\/f=2\/a2+bc

a? + b?
Olarak bulunur.

Goruldigu gibi [AS|=]|AQ|=|AR|=|AP]| olup Q, R, S ve P noktalari A noktasindan esi uzakliktadir. Yani
bu dort not A merkezi cember lizerindedir.
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Bu ispat bize ayni zamanda

3

PQRS dortgeni bir kirisler dortgrnidir.

Bir uygulama:

Bir ABC lggeninde [AB] kenarina ait ylkseklik [AB] ¢apli cemberi S ve Q noktalarinda kesiyor. [AC]
kenarina ait yikseklik [AC] capli gemberi R ve P noktalarinda kesiyor. m(PQR) = 75 ise PSR agisinin
Olclist kag derecedir.
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